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(２＋１)维色散长波方程的新孤子解及其演化
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摘要　借助 Mathematica数学软件进行符号计算,先将由G′/G展开法改进得到的F/G展开法进行拓展,然后结合变

量分离法得到一系列高维非线性发展方程的精确解.以(２＋１)维色散长波方程为例,利用F/G展开法构造精确解的

方法是将原来的行波变换扩展为任意函数的变换,行波变换则成为任意函数变换的特例,从而得到(２＋１)维色散长

波方程的非行波解.通过选择适当的函数,分别构造出(２＋１)维色散长波方程的亮暗dromion解(局域解)和周期孤

立波解.研究了设定参数下亮暗dromion解随时间的传播情况,以及周期孤立波解随时间的演化情况.
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１　引　　言

孤立子理论是非线性科学中重要的研究方向之

一,在数学、物理学、计算机、生物、天文学等自然科

学中的许多领域有着广泛的应用,如生物系统、气体

动力学、流体力学、凝聚态物理、等离子体物理、非线

性光学、光纤通信、海上冲击波、涡旋星系的密度波

等领域.在孤立子理论的研究过程中,出现了许多

求解非线性发展方程的好方法,比如Painleve分析

法[１]、三波测试方法[２]、同宿测试法[３]、双线性导数

法[４]、简单方程法[５]、试探函数法[６]、tanhＧcoth展开

法[７]、齐次平衡法[８]、行波约化法[９]、Adomian分解

法[１０]、Jacobi椭圆函数法[１１]、FＧ函数扩展法[１２]、分
步傅里叶法[１３]、相似变换法[１４]、变分法[１５Ｇ１７]、拟解

法[１８]、分离变量法[１９]等,使用这些方法均可成功地

求解不同类型的非线性发展方程.
洪宝剑等[２０]在研究水波运动的过程中,提出了

著名的非线性色散长波方程
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uty ＋vxx ＋ u２( ) xy/２＝０
vt＋ uv＋u＋β２uxy( ) x ＝０{ , (１)

式中u(x,y,t)、v(x,y,t)为所示变量的物理场,

x、y 代表空间坐标,t代表时间,β为参数,该方程是

描述水波通过等深、狭长理想运动水道的重要方程.
当x＝y 且β２＝１时约化为经典的Boussinesq方程

uty ＋vxx ＋ u２( ) xy/２＝０, (２)
当β２＝１时约化为通常的(２＋１)维非线性色散长波

方程

vt＋ux ＋ uv( ) x ＋uxxy ＝０, (３)
这是Boiti等[２１]在研究弱Lax对的相容条件时得到

的.经过 几 十 年 的 不 断 努 力,众 多 学 者 获 得 了

(２＋１)维非线性色散长波方程[２２Ｇ２７]不同类型的孤子

解.本文利用拓展的F/G展开法[２８]求解(２＋１)维
非线性色散长波方程,获得新的精确解,并研究了孤

子解的结构和性质.

２　(２＋１)维色散长波方程的精确解

对于给定的一个非线性物理模型

P(u,ut,ux,uy,utt,uxx,uyy,utx,uty,uxy,)＝０,
(４)

设它的解为

u(ξ)＝a０＋∑
m

i＝１
ai(F/G)

i, (５)

式中G＝G(ξ),F＝F(ξ)满足一阶线性常系数微分

方程

F′(ξ)＝λG(ξ),G′(ξ)＝μF(ξ), (６)

式中F′(ξ)＝
dF(ξ)
dξ

,G′(ξ)＝
dG(ξ)
dξ

,ξ＝x＋y－Vt

为行波变换,V 为常数.然后将假设解(５)式代入

(４)式,应用齐次平衡法可以得到(５)式的行波解.
根据(６)式可以得到

F(ξ)＝C１cosh λ μξ( ) ＋C２(λ/ μ)sinh λ μξ( ) ,

G(ξ)＝C１(μ/ λ)sinh λ μξ( ) ＋C２cosh λ μξ( ) ,{ λ＞０,μ＞０, (７)

F(ξ)＝C１cosh －λ －μξ( ) －C２(－λ/ －μ)sinh －λ －μξ( ) ,

G(ξ)＝－C１(－μ/ －λ)sinh －λ －μξ( ) ＋C２cosh －λ －μξ( ) ,{ λ＜０,μ＜０, (８)

F(ξ)＝C１cos λ －μξ( ) ＋C２(λ/ －μ)sin λ －μξ( ) ,

G(ξ)＝－C１(－μ/ λ)sin λ －μξ( ) ＋C２cos λ －μξ( ) ,{ λ＞０,μ＜０, (９)

F(ξ)＝C１cos －λ μξ( ) －C２(－λ/ μ)sin －λ μξ( ) ,

G(ξ)＝C１(μ/ －λ)sin －λ μξ( ) ＋C２cos －λ μξ( ) ,{ λ＜０,μ＞０. (１０)

　　利用F/G展开法构造高维非线性方程的精确解的方法是:将原来的行波变换ξ＝x＋y－Vt扩展为任

意函数ξ＝ξ(x,y,t)变换,而行波变换ξ＝x＋y－Vt仅为这个任意函数的特例.那么,当ξ为任意函数时

得到的解称为非行波解.
下面求(２＋１)维色散长波方程的非行波解.根据齐次平衡原则,可以假设

u＝a０(x,y,t)＋a１(x,y,t)F(ξ)/G(ξ), (１１)

v＝b０(x,y,t)＋b１(x,y,t)F(ξ)/G(ξ)＋b２(x,y,t)F２(ξ)/G２(ξ), (１２)
式中ξ＝f(x,t)＋g(y).将 (１１)、(１２)式 代 入 (２)、(３)式,并 按 F/G 的 同 次 幂 合 并,提 取

F/G( )i(i＝１,２,)前的系数,令其等于零,得到一系列的方程.由这些方程可以求得

a０＝－(ft＋fxx)/fx,a１＝２μfx,b０＝－１＋２λμfxgy,b１＝０,b２＝－２μ２fxgy, (１３)

a０＝－(ft－fxx)/fx,a１＝－２μfx,b０＝－１＋２λμfxgy,b１＝０,b２＝－２μ２fxgy, (１４)
将(１３)式代入(１１)、(１２)式,根据(７)式,就可以得到(２＋１)维色散长波方程的孤立波解

u＝ －
ft＋fxx

fx

æ

è
ç

ö

ø
÷＋２μfx

C１cosh(λ μξ)＋C２(λ/ μ)sinh λ μξ( )

C１(μ/ λ)sinh λ μξ( ) ＋C２cosh λ μξ( )

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
, (１５)

v＝ －１＋２λμfxgy( ) －２μ２fxgy
C１cosh(λ μξ)＋C２(λ/ μ)sinh λ μξ( )

C１(μ/ λ)sinh λ μξ( ) ＋C２cosh λ μξ( )

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

２

, (１６)

式中ξ＝f(x,t)＋g(y).对于其他几组解,这里不再分别给出其具体形式.
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３　孤子随时间的演化

由于(１５)、(１６)式都含有任意函数f(x,t)和

g(y),解的类型变得更加丰富,数量增多.以(１６)式
为例,研究(２＋１)维色散长波方程的孤子结构.

３．１　传播孤子

在(１６)式中,如果取

f(x,t)＝１＋sech２(x＋ct)

g(y)＝tanh(ky){ , (１７)

当参数分别为λ＝１,μ＝１,C１＝１,C２＝１,k＝１,

c＝１,时间t为－１,０,１s时,可以得到如图１所示

的亮暗dromion孤波解.
根据图１可以清晰地看到,随时间t的增加,亮

暗dromion孤子的传播速度v、波幅和波形都保持

不变,孤子沿x 轴负方向移动.

３．２　湮灭孤子

在(１６)式中,如果取

f(x,t)＝sechx２＋t( )

g(y)＝cos(ky){ , (１８)

当参数分别为λ＝１,μ＝１,C１＝１,C２＝１,k＝１,时
间t为－１．５,０,０．５,１．０,１．５,３．０s时得到如图２所

示的周期孤立波解.
从图２可以看到,由于他们都是亮暗dromion

周期孤子,亮孤子和暗孤子的波幅、大小和形状完全

一样,随着时间t的不断增加,两列波叠加后波幅逐

渐变为零,最后两个孤子消失.

图１ (１７)式代入(１６)式得到的传播孤子.(a)t＝－１s;(b)t＝０s;(c)t＝１s
Fig敭１ PropagationsolitonobtainedfromEq敭 １６ basedonEq敭 １７ 敭 a t＝－１s  b t＝０s  c t＝１s

图２ (１７)式代入(１５)式得到的湮灭孤子.(a)t＝－１．５s;(b)t＝０s;(c)t＝０．５s;(d)t＝１．０s;(e)t＝１．５s;(f)t＝３．０s
Fig敭２ AnnihilationsolitonobtainedfromEq敭 １５ basedonEq敭 １７ 敭 a t＝－１敭５s  b t＝０s 

 c t＝０敭５s  d t＝１敭０s  e t＝１敭５s  f t＝３敭０s

４　结　　论

利用拓展的F/G展开法和变量分离法,得到了

(２＋１)维 色 散 长 波 方 程 的 精 确 解,这 里 与

文献[２２Ｇ２７]中得到的精确解有所不同.通过选择

两个适当的函数,构造出(２＋１)维色散长波方程的

０１１９０１Ｇ３
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亮暗 dromion解 和 周 期 孤 立 波 解,研 究 了 亮 暗

dromion孤子在水平方向随时间的传播情况,以及

周期孤子在垂直方向随时间的湮灭情况.实践证

明,拓展的F/G展开法可简便、有效地求解非线性

方程,但用于求解其他高维非线性物理模型还有待

于进一步研究.
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