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基于三角形面光源频谱解析解的计算全息图
快速生成算法
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摘要　在空间曲面光源的衍射场计算研究中,将曲面光源视为微小三角形面光源的集合是一种流行的算法.基于

坐标仿射变换导出任意三角形面光源频谱完整的解析表达式,并给出了特殊频率点的解析表达式,解决了传统方

法中部分三角形频谱丢失的问题,提高计算全息图重建像的质量.通过严格的理论分析及计算,准确求解并获得

二维、三维任意三角形频谱的解析表达式,简化了求解三维基元三角形频谱的解析表达式,得到使用面元分割的三

维物体计算全息图的快速计算方法.理论模拟及实验结果验证了算法的正确性.
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１　引　　言

在激光应用研究中,空间曲面衍射场的计算通

常是一个较困难的问题.近年来,随着计算机及空

间光调制器技术的进步,计算全息图的形成及三维

物体实像的显示逐渐成为国内外三维显示技术的一

个研究热点[１Ｇ６],在形成三维物体的计算全息图过程

中,就涉及到空间曲面衍射场的计算.三维物体计

算全息图的生成算法通常分为两类:一类是将物体

离散为点光源,三维物光波的传播视为三维点光源
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的集合在自由空间中传播到目标平面的叠加.由于

将物体离散为大量点光源,虽已有查找表和多种改

进方法,但依旧存在采样量巨大、计算速度慢、存储

空间占用大、存在近似等问题[７Ｇ１１];另一类是将物体

视为一定形状微小面元集合,三维物光波视为许多

不同法向的面元光源的集合,由于三角形分割在三

维图形网格分割中具有很多优点,因此通常选择三

角形为微面元.使用面元法时采样量至少可减少三

个数量级,其计算速度得到显著提升,并通过与计算

机图形学相结合,成像质量得到较大改进[１２Ｇ１３].传

统面元法需要对每个分割三角形进行傅里叶变换,
然后综合所有三角形频谱,速度较慢;Ahrenberg
等[１４Ｇ１５]提出通过求解三角形解析解的方法,提高了

计算 速 度.其 后 很 多 学 者 对 其 方 法 进 行 了 改

进[１６Ｇ１７].Pan等[１８Ｇ２０]提出了仿射解析面元法,该方

法求出了基元三角形频谱解析解,减少了传统面元

法三角形绘制、快速傅里叶变换(IFFT)及线性插值

的步骤,将基元三角形与任意三角形在时域的关系

转换为频域的旋转、缩放、平移的组合,进一步求解

出基元频谱与目标频谱的关系,其计算速度较其他

面元法得到较大提升,并结合计算机图形学得到较

高质量的再现像.但当使用目前文献中介绍的面元

法进行实际计算时发现,面元法计算表达式中存在

约束条件分析不够完善,导致求解任意三角形频谱

时发生频谱丢失现象;面元法计算表达式的复杂,导
致计算全息图的生成速度速度过慢.这些因素给计

算全息图的生成和图像的准确重建带来一定影响.
本文通过严格的理论分析,基于平面波照射三

角形孔透射波的频谱的解析解[２１],导出二维三角形

平面频谱的解析解,根据仿射变换理论,导出空间任

意三角形的频谱解析解,对二维、三维图形采用唯一

的基元三角形进行计算,简化了部分解析求解的基

元三角形表达式;基于角谱的衍射理论及三角形面

元分割方法,生成二维和三维物体的计算全息图,给
出了相应的模拟计算结果和实验验证结果,并与相

关文献进行了比较.结果表明,所提出的解析表达

式能够准确清晰地重建二维图像与三维空间物体图

形.对全息显示中计算全息图的准确计算及图像重

建提供了有益参考.

２　任意三角形频谱解析解

２．１　二维任意三角形频谱解析解

二维坐标系中定义两个局部坐标系(图１),分
别为源坐标系 X０Y０ 和目标坐标系 XY,在二维源

坐标系中定义顶点为(０,０)、(０,１)、(１,１)的基元三

角形f x０,y０( )(三角形内部函数值为１,其他为０),
定义g(x,y)为目标坐标系的任意三角形(三角形

内部函数值为１,其他为０).

图１ 二维坐标关系图.(a)基元三角形坐标系X０Y０;(b)任意三角形坐标系XY
Fig敭１ TwoＧdimensionalcoordinaterelationdiagram敭 a PrimitivetriangularcoordinatesystemX０Y０ 

 b arbitrarytriangularcoordinatesystemXY

　　由于二维坐标系中任意两组坐标基之间都存在

仿射变换关系,三角形g(x,y)是f x０,y０( ) 的仿射

变换,则三角形顶点向量组坐 标 xy、x０y０ 满 足

关系[１７]:

x＝a１x０＋a２y０＋t１
y＝a３x０＋a４y０＋t２{ , (１)

核心参数a１、a２、a３、a４、t１、t２ 可通过三角形顶点向

量组的伪逆矩阵求得.
根据傅里叶分析理论,坐标系 X０Y０ 下基元三

角形f x０,y０( ) 的频谱为

F fx０,fy０( ) ＝∬f x０,y０( )exp －j２πx０fx０＋([

y０fy０
) ]dx０dy０, (２)

根据图１对上式进行积分运算后可得:
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坐标系XY 中三角形g(x,y)的频谱为

G fx,fy( ) ＝∬g(x,y)exp －j２πxfx ＋([

yfy ) ]dydx, (４)
用F fx０

,fy０( ) 表示G fx,fy( ),将(１)式代入(４)
式,并将积分变量变为x０y０ 整理后得:

G fx,fy( ) ＝∬|J|Kf x０,y０( )

exp －j２πf′x０x０＋f′y０y０( )[ ]dx０dy０, (５)
式中 K＝exp －j２πt１fx０＋t２fy０( )[ ],J＝a１a４－
a２a３,f′x０＝a１fx０＋a３fy０

,f′y０＝a２fx０＋a４fy０
.

(５)式简化为

G fx,fy( ) ＝ J KF f′x０
,f′y０

( ) . (６)
至此,(３)式补充完善了文献[１７]求解二维平面基元

三角形频谱的解析解,并通过仿射变换得到了求解

任意三角形频谱表达式[(６)式].

２．２　三维空间任意三角形频谱解析解

由２．１节可知,同样在三维空间中定义两个坐

标系(图 ２):源 坐 标 系 X０Y０Z０ 和 目 标 坐 标 系

XYZ.在三维源坐标系中定义顶点分别为(０,０,

０)、(c,０,０)、(０,a,０)的基元三角形f x０,y０,z０( )

(三角形内部函数值为１,其他为０),g(x,y,z)为三

维目标坐标系下的任意三角形(三角形内部函数值

为１,其他为０).
三维空间中任意两组坐标基都存在三维仿射变

换关系.三角形g(x,y,z)是f x０,y０,z０( ) 的仿射

变换,则三角形顶点向量组坐标x０y０z０、xyz 满足

关系[１６,２０]:

x＝a１x０＋a２y０＋a３z０＋t１
y＝a４x０＋a５y０＋a６z０＋t２
z＝a７x０＋a８y０＋a９z０＋t３

ì

î

í

ï
ï

ïï

, (７)

图２ 三维坐标关系图.(a)基元三角形坐标系X０Y０Z０;(b)任意三角形坐标系XYZ
Fig敭２ RelationdiagramofthreeＧdimensionalcoordinate敭 a PrimitivetriangularcoordinatesystemX０Y０Z０ 

 b arbitrarytriangularcoordinatesystemXYZ

核心参数a１、a２、a３、a４、a５、a６、a７、a８、a９、t１、t２、t３ 可由

基元三角形面元顶点向量组的奇异值分解求得[１８].
根据傅里叶分析理论,坐标系X０Y０Z０ 中Z０＝

０处基元三角形f x０,y０,z０( ) 的频谱为

F fx０
,fy０

,fz０
( ) ＝∬f x０,y０,z０＝０( )

exp －j２πx０fx０＋y０fy０
( )[ ]dx０dy０, (８)

由基元三角形积分运算后得:
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(９)

　　坐标系XYZ 中三角形g(x,y,z)对应的频谱为

G fx,fy,fz( ) ＝∬g x,y,z＝０( )

exp －j２πxfx ＋yfy ＋zfz( )[ ]dxdy,(１０)
将(７)式代入(１０)式,并将积分变量变为x０y０ 整理

后得:

G fx,fy,fz( ) ＝∬|J|Kf x０,y０,z０＝０( )

exp －j２πx０f′x＋y０f′y( )[ ]dx０dy０, (１１)
式 中 J＝a１a５ －a２a４ ＋ a２a６－a３a５( )fx０

/fz０ ＋
a３a４－a１a６( ) fy０

/fz０
, K ＝

exp －j２πt１fx０＋t２fy０＋t３fz０( )[ ],f′x＝ a１fx０ ＋
a２fy０＋a７fz０

,f′y＝a２fx０＋a５fy０＋a８fz０
.

(１１)式简化为

G fx,fy,fz( ) ＝|J|KF f′x,f′y( ) ,(１２)
(１２)式为三维平面上任意三角形频谱的完整解析

解.该式定义唯一的基元三角形,简化了文献[１６]
将任意三角形按最长边分为两个直角三角形的复杂

解析计算,修正文献[１６]和[２０]中的表达式.至此

解决了二维三维场景计算中部分任意三角形频谱丢

失而得不到重建像的问题.
根据标量衍射理论,若输入物光场为u０ x０,y０( ),

全息面物光场由衍射的角谱理论可以描述为

U(x,y)＝F－１Fu０ x０,y０( )[ ]H fx,fy( ){ }.(１３)

　　设三维物体表面由N 个相互连接的三角形面元

组成,第i个面元的频谱为Gai fxi,fyi( ),物平面到全

息面的距离为d,则到达全息面的物光场为N 个三角

形面物光场的叠加,用(６)、(１２)、(１３)式统一表示为

U∑(x,y)＝F－１ ∑
N

i＝１G fxi,fyi( )[ ]{

expj
２πd
λ １－ λfxi( ) ２－ λfyi( ) ２

é

ë
êê

ù

û
úú },(１４)

式中λ为相应物光波长,由(１４)式求得全息面物光

场,加入参考光干涉形成全息图.

３　模拟验证

３．１　二维平面图形

在二维目标坐标系取顶点向量组坐标为(－４,

２)、(３,３)、(１,８)的任意三角形,基元三角形顶点向

量组取图１(a).任意三角形所在物平面宽度L＝
２０mm,采 样 数 为 ５１２×５１２,模 拟 软 件 使 用

MATLABR２０１４b.对本研究推导的结果[(６)式]
进行模拟验证,并与文献[１７]的模拟结果进行比较,
如图３所示.从结果可看出,在文献[１７]中,由于分

析条件不完善,频谱解析解计算结果存在频谱丢失,

IFFT运算不能重建原图像,由(３)式得到求解任意三

角形频谱的(６)式能够准确完整地计算出任意三角形

的频谱,IFFT得到了正确的结果.
接下来对二维平面图形汉字“上”进行模拟验

证.将汉字划分为８个三角形网格并分别由(６)、
(１４)式进行计算.模拟中汉字“上”所在物平面宽度

L＝２６．６mm,全息面宽度L′＝８．１９mm,采样数为

１０２４×１０２４,衍射距离d＝４００mm.基于角谱衍射

理论和一次IFFT计算全息面物光场,模拟所得结

果如图４所示.从结果可看出,(６)式可以准确地计

算由多个三角形网格组成的二维平面图形频谱并重

建二维图形,并得到了准确的模拟结果.综合来看,
(３)式补充了文献[１７]基元三角形频谱解析解的分

析不完善性,所得结果对单一任意三角形和由多个

三角形网格组成的二维平面图形都能准确地计算得

到频谱解析解,并重建原图形.
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图３ 任意三角形频谱解析解模拟验证.(a)根据文献[１７]得到的频谱;(b)文献[１７]IFFT重建结果;
(c)根据(６)式得到的任意三角形频谱;(d)(６)式IFFT重建结果

Fig敭３ Simulationverificationofarbitrarytriangularfrequencyspectrumanalysissolution敭 a Frequencyspectrumfrom
ref敭 １７   b IFFTreconstructionresultinref敭 １７   c arbitrarytrianglefrequencyspectrumfromformula ６  

 d IFFTreconstructionresultbyformula ６ 

图４ 汉字“上”模拟验证.(a)三角形网格叠加频谱;(b)叠加频谱４００mm衍射场;(c)衍射场模拟重建

Fig敭４ SimulationverificationofChinesecharacter 上 敭 a Triangularmeshsuperimposedfrequencyspectrum 

 b superimposedfrequencyspectrumfor４００mmdiffractionfield  c simulationandreconstructionofdiffractionfield

图５ 文献[１６]与(９)式模拟结果对比.(a)文献[１６]基元三角形２００mm衍射场;
(b)文献[１６]衍射重建结果;(c)(９)式基元三角形２００mm衍射场;(d)(９)式衍射重建结果

Fig敭５ Comparionofsimulationresultsofref敭 １６ andformula ９ 敭 a Diffractionfieldofprimitivetriangular２００mm
inref敭 １６   b diffractionreconstructionresultinref敭 １６   c diffractionfieldofprimitivetriangular２００mm

informula ９   d reconstructionresultbyformula ９ 

３．２　三维图形

３．２．１　空间任意三角形模拟

根据文献[１６]对(９)式空间基元三角形频谱解

析解进行模拟.如图２(a)所示,空间基元三角边形

边a＝８mm,c＝５mm并绕x 轴旋转４５°形成空间

基元三角形.基元三角形所在物平面宽度 L＝
１２mm,采 样 数 为 ５１２×５１２,衍 射 距 离 d ＝
２００mm,分别由文献[１４]的表达式及(９)式并基于

角谱衍射理论和一次IFFT进行计算,结果如图５

所示.从模拟结果可看出,(９)式修正了文献[１６]基
元三角形频谱计算表达式的准确性,得到了正确的

模拟结果.对于文献[２０]存在的同样问题不再赘

述.采用唯一的基元三角形进行计算,与文献[１６]
将空间中任意三角形沿最长边分为两个彼此相连的

直角三角形并求解其频谱解析解的计算方法相比,
其降低了解析求解基元三角形频谱计算表达式的复

杂性,提高了计算准确度.
利用坐标顶点为(０,０,０)、(６,０,０)、(６,６,４５)的
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空间任意三角形对(１２)式进行模拟计算.模拟中,
任意三角形所在物平面宽度L＝１３mm,采样数为

５１２×５１２,衍射距离d＝２００mm.模拟结果如图６
所示,从结果可看出,由(１２)式并基于角谱衍射理论

及进行一次IFFT计算得到的模拟结果,靠近z＝０

平面的直角边是清楚的,远离部分逐渐出现衍射条

纹,如图６(c)所示;最远处顶点衍射条纹最为明显

[图６(d)],具有明显的三维景深效果,说明利用

(１２)式求解空间中任意三角形的计算结果是正

确的.

图６ 空间任意三角形模拟结果.(a)空间任意三角形２００mm衍射场;(b)衍射重建;
(c)三角形左顶点局部放大图;(d)三角形上顶点局部放大图

Fig敭６ Simulationresultofspacearbitrarytriangular敭 a Diffractionfieldofspacearbitrarytriangle２００mm  

 b diffractionreconstruction  c partialenlargedviewoftheleftvertexoftriangle 

 d partialenlargedviewofthetopvertexoftriangle

图７ 三维四棱锥模拟结果.(a)MATLAB还原三维图;(b)叠加频谱４００mm衍射场;(c)衍射模拟重建;
(d)四棱锥底面左上顶点放大图;(e)四棱锥底面左下顶点放大图;(f)四棱锥顶点放大图

Fig敭７ SimulationresultsofthreeＧdimensionalrectangularpyramid敭 a SimulatedreconstructionofthreeＧdimensionalgraph
byMATLAB  b diffractionfieldofsuperimposedspectrum４００mm  c diffractionsimulationreconstruction  d enlarged

imageofthelefttopvertexofrectangularpyramidbottom  e enlargedimageoftheleftlowervertexof
rectangularpyramidbottom  f enlargedimageofthetopvertexofquadrangularpyramid

３．２．２　空间三维物体模拟

对由３DSMAX生成的简单三维四棱锥物体进

行模拟.四棱锥空间位置由 MATLAB重构,如图

７(a)所示.将三维四棱锥模型分为８个空间三角

形,由(１２)、(１４)式进行计算模拟.模拟四棱锥景深

为１４．１５mm,所在物平面宽度L＝２６．６mm,全息面
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宽度L′＝８．１９mm,取样数为１０２４×１０２４,衍射距

离d＝４００mm.基于角谱衍射理论及一次IFFT
的计算结果如图７所示(未进行遮挡处理).从结果

可看出在靠近z＝０平面三维四棱锥底面棱是清晰

的像,如图７(d)所示;远离z＝０平面的重建像出现

明显衍射条纹[图７(e)和(f)],(１２)式准确地计算重

建出由多个空间三角形组成的三维物体,得到较好

的三维重建结果.综上所述,由(９)式得到的(１２)式
可以准确地计算空间单个任意三角形和由多个空间

三角形组成的三维物体频谱,并准确重建原图形.

３．３　计算用时比较

分别对三维空间任意单一三角形和空间物体计

算用时与文献[１６]所提方法进行分析,整个计算时

间包括数据读取、计算全息图生成及重建过程,计算

时间 如 表 １ 所 示.由 表 １ 可 以 看 出,在 同 为

１０２４pixel×１０２４pixel分辨率计算下,由于简化了

计算复杂度,与文献[１６]所提方法计算时间比较来

看,三维空间任意单一三角形及空间三维空间物体计

算耗时都得到缩短,计算速度得到２５％以上的提升.
表１　计算用时

Table１　Calculationtime s

Model
Asinglerandom
triangle

Rectangular

pyramid

Algorithmin
ref．[１６]

１３．９６１８ １０８．６９４３

Simplified
algorithm

１０．６１７２ ７９．９６２９

４　实验验证

实验中采用波长为λ＝５００mm的半导体激光器

作为参考光,光路如图８所示,激光自左向右依次经过

全反透镜M,扩束准直后投向分束镜S,经过分束镜S
的反射光作为参考再现光投向分辨率为１０８０pixel×
１９２０pixel、像元宽度为０．００８mm的反射式空间光调制

器(LCoS)的液晶面板,经液晶面板反射的光经透射分

束镜S后,在观察屏上获得再现物体像.
利用图４(c)、图７(d)的结果分别生成对应尺寸

为Lx ×Ly ＝１５．３６ mm×８．６４ mm、分 辨 率 为

１０８０pixel×１９２０pixel的相位型全息图,并加载于

LCoS,衍射距离为d＝４００mm,并用数码相机接收

重建像.实验结果如图９所示.实验中得出了清晰

准确的再现象,理论模拟结果与实验验证结果相吻

合,准确地重建了物体像,进而从理论模拟与实验结

果验证了本研究中理论计算结果的准确性.

图８ 实验光路图

Fig敭８ Opticalpathdiagramofexperiment

图９ 实验结果.(a)汉字”上”;(b)三维四棱锥

Fig敭９ Experimentalresults敭 a Chinesecharacter 上  

 b threeＧdimensionalrectangularpyramid

５　结　　论

通过对二维、三维基元三角形系统精确的计算,
准确求解出全面的二维、三维基元三角形解析解的

完整表达式,并给出具体的计算机模拟及实验结果.
通过严格的理论分析计算,完善了文献[１７]基元三

角形频谱解析解表达式,修正了文献[１６]和[２０]求
解基元三角形的部分表达式,使用唯一的基元三角

形,简化了文献[１６]中需要用两个彼此相连的空间

三角形而带来的复杂的计算解析表达式,降低了计

算复杂度.本方法解决了计算过程中解析表达式求

解不精确带来的部分频谱丢失导致图像不能重建的

问题,且计算速度大约为几种传统面元法的两倍左

右.理论计算、计算机模拟及实验验证结果表明,该
理论计算结果够准确地重建二维图像和三维空间

物体.
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