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TavisＧCummings模型的能谱和量子纠缠的精确解

丛红璐１,任学藻２
１北京交通大学海滨学院,河北 黄骅０６１１９９;
２西南科技大学理学院,四川 绵阳６２１０１０

摘要　在非旋波近似下,对TavisＧCummings模型的能谱和量子纠缠进行了精确求解;将该非旋波近似下的能谱精

确解与旋波近似下的结果进行了比较.讨论了初始时刻原子状态参数θ,以及光场与原子间的耦合强度对量子纠

缠的影响.结果表明,当耦合强度较小时,旋波近似下的能谱与精确解相符;当耦合强度较大时,二者存在明显差

异.随着θ的增大,纠缠度逐渐增加;随着耦合强度的增大,两原子间出现纠缠突然死亡的现象,且首次出现纠缠

突然死亡的时间变短,纠缠死亡持续时间逐渐增加.
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１　引　　言
量子纠缠是量子信息技术的基础,在量子计算[１Ｇ３]、量子通信[４]、量子超密编码[５]等领域发挥着至关重要

的作用.然而,量子系统受到环境等耗散因素的影响,不可避免地出现退纠缠现象.两纠缠原子在演化过程

中纠缠度突然变为零的现象被称为纠缠的突然死亡[６],这一现象已经被实验所证实[７].
在量子光学中,旋波近似由于忽略了非旋波项跃迁产生的虚光子效应而被广泛应用,特别适用于原子与
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光场间耦合强度较小的情况.Wallraff等[８Ｇ９]利用线圈电容谐振腔、一维传输谐振器等,极大地提高了原子

与光场间的耦合强度,该强度甚至达到了超高数量级[１０Ｇ１１].在这种情况下,需要考虑非旋波项对量子系统的

影响.
学者们对JaynesＧCummings(JC)模型的精确解进行了大量研究[１２Ｇ１８].本文研究了两个二能级原子与

单模光场相互作用的TavisＧCummings(TC)模型的能谱和量子纠缠的精确解,将旋波近似下的能谱与精确

解进行比较,讨论了初始时刻原子状态参数θ以及耦合强度对量子纠缠的影响.

２　模型及求解
在非旋波近似下,描述两个全同二能级原子与单模光场间相互作用的哈密顿量可表示为

H ＝ω０a＋a＋Ω∑
２

i＝１
Siz＋g(a＋＋a)∑

２

i＝１
Six, (１)

式中a＋(a)为光场的产生(湮灭)算符,ω０ 为光场频率,Ω 为二能级原子的能级间隔,g为光场与原子间的耦

合强度,Siz 和Six(i＝１,２)为第i个原子的赝自旋算符,取约化普朗克常数h－＝１.为了将系统哈密顿量对角

化,作变换

|e›＝
１
２
|E›＋|G›( ) ,　|g›＝

１
２
|E›－|G›( ) , (２)

式中|e›、|g›和|E›、|G›为变换前后的原子能级.(１)式变为

H ＝ω０a＋a＋Ω∑
２

i＝１
Six＋g(a＋＋a)∑

２

i＝１
Siz. (３)

　　令系统波函数为

|ψ›＝|ψ１›|e１›|e２›＋|ψ２›|e１›|g２›＋|ψ３›|g１›|e２›＋|ψ４›|g１›|g２›, (４)
式中|ψ１›、|ψ２›、|ψ３›和|ψ４›为光场波函数,|e１›|e２›、|e１›|g２›、|g１›|e２›和|g１›|g２›为原子波函数.将

(３)、(４)式代入定态薛定谔方程H|ψ›＝E|ψ›得

ω０a＋a|ψ１›＋
Ω
２ |ψ２

›＋|ψ３›( )＋g(a＋＋a)|ψ１›＝E|ψ１›, (５)

ω０a＋a|ψ２›＋
Ω
２ |ψ１

›＋|ψ４›( )＝E|ψ２›, (６)

ω０a＋a|ψ３›＋
Ω
２ |ψ１

›＋|ψ３›( )＝E|ψ３›, (７)

ω０a＋a|ψ４›＋
Ω
２ |ψ２

›＋|ψ３›( )－g(a＋＋a)|ψ４›＝E|ψ４›, (８)

式中E 为能量.
作平移变化A＝a＋α,B＝a－α,A＋＝a＋＋α,B＋＝a＋－α,其中α＝g/ω０[１９Ｇ２３].令
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式中n为波函数展开项数,取值范围为０~N,cn、dn、en 和fn 为系统波函数展开系数,|n›为Fock态,|０›
为真空态.将(９)~(１２)式代入(５)~(８)式,并分别左乘A‹m|、‹m|、‹m|和B‹m|,得

ω０(m－α２)cm ＋
Ω
２∑

N

n＝０

(dn＋en)A‹m|n›＝Ecm, (１３)
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ω０mdm ＋
Ω
２∑

N

n＝０
cn ‹m|n›A ＋fn ‹m|n›B( )＝Edm, (１４)

ω０mem ＋
Ω
２∑

N

n＝０
cn ‹m|n›A ＋fn ‹m|n›B( )＝Eem, (１５)

Ω
２∑

N

n＝０

(dn＋en)B‹m|n›＋ω０(m－α２)fm ＝Efm, (１６)

式中m 为正交归一化后波函数展开系数对应的展开项数,|n›A 和|n›B 分别为平移算符A 和B 对应的

Fock态,A‹m|和B‹m|分别为|n›A 和|n›B 的复共轭,‹m|为|n›的复共轭,cm、dm、em 和fm 为正交归一化

后系统波函数的展开系数,且

A‹m|n›＝‹m|n›B＝(－１)nDmn(α), (１７)
‹m|n›A ＝B‹m|n›＝(－１)mDmn(α), (１８)

Dmn(α)＝ ∑
min(n,m)
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(－１)i m!n! αm＋n－２i
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exp －
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２
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ç
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ø
÷ , (１９)

式中i为整数常数.通过求解(１３)~(１９)式,可得到系统的波函数及能谱.
图１(a)所示为非旋波近似下系统能谱与耦合强度间的关系,图１(b)所示为旋波近似下与非旋波近似下能

谱的比较.通过对比可以发现,在弱耦合区(g为０~０．０５),旋波近似下的能谱与精确解完全吻合;当耦合强度

较大时,二者之间存在较大差异,这主要是非旋波项的贡献.非旋波项跃迁所产生的光子寿命很短,被称为虚

光子.根据海森堡能量Ｇ时间不确定关系,非旋波项对应的跃迁过程导致系统能量发生很大改变,因此在光场与

原子相互作用的系统中,虚光子的影响较大.当耦合强度较大时,非旋波项的贡献不可忽略[１７Ｇ２０].

图１ 当Ω/ω０＝０．５时,系统能谱随耦合强度的变化.(a)强耦合;(b)弱耦合

Fig敭１ SystemenergyspectrumversuscouplingintensitywhenΩ ω０＝０敭５敭 a Strongcoupling  b weakcoupling

３　量子纠缠
设初始时刻原子处在贝尔态光场真空态,系统波函数可写为

|ψ(０)›＝ cosθ|E１›|E２›＋sinθ|G１›|G２›( )|０›, (２０)
式中θ为初始时刻原子状态参数,|G１›、|G２›分别为第一个和第二个原子的基态能级,|E１›、|E２›分别为第

一个和第二个原子的激发态能级.将波函数展开得

|ψ(０)›＝∑
４N

i′＝０
ki′∑

N

n＝０
cn|n›A|e１›|e２›＋(

dn|n›|e１›|g２›＋en|n›|g１›|e２›＋fn|n›B|g１›|e２›) , (２１)
式中ki′为叠加系数,i′为叠加系数对应的展开项数.将(２)式代入(２０)、(２１)式,并分别左乘A‹m|、‹m|、
‹m|和B‹m|,整理后得

∑
４N

i′＝０
ki′cm ＝

１
２
(cosθ＋sinθ)A‹m|０›, (２２)

∑
４N

i′＝０
ki′dm ＝

１
２
(sinθ－cosθ)δm,０, (２３)

０９２７０１Ｇ３



５４,０９２７０１(２０１７) 激光与光电子学进展 www．opticsjournal．net

∑
４N

i′＝０
ki′em ＝

１
２
(sinθ－cosθ)δm,０, (２４)

∑
４N

i′＝０
ki′fm ＝

１
２
(cosθ＋sinθ)B‹m|０›, (２５)

式中m＝０时δm,０＝１,m≠０时δm,０＝０.通过求解(２２)~(２５)式可得ki′,则系统任意时刻的波函数为

|ψ(t)›＝∑
４N

i′＝０
ki′exp－iEi′t( )∑

N

n＝０
cn|n›A|e１›|e２›＋(

dn|n›|e１›|g２›＋en|n›|g１›|e２›＋fn|n›B|g１›|e２›) , (２６)
式中Ei′为不同基矢对应的本征值.

根据 Wootters的定义[２],两原子之间的量子纠缠度写为

C(ρ)＝max０,λ１ － λ２ － λ３ － λ４( ) , (２７)

式中λz(z＝１,２,３,４)为矩阵ξ＝ρa(σ１σ２)ρ∗
a (σ１σ２)的本征值,其中σ１(２)为泡利矩阵,ρ∗

a 为ρa 的复共

轭,ρa 为两原子的约化密度矩阵,可写为

ρa＝∑
N

i′,j＝０
ki′kjexp －i(Ei′－Ej)t[ ]　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

∑
N

n,m＝０

cmcm cndm ‹m|n›A cnem ‹m|n›A cnfmB‹m|n›A
dncmA‹m|n› dmdm dmem dnfmB‹m|n›

encmA‹m|n› emdm emem enfmB‹m|n›

fncmA‹m|n›B fndm ‹m|n›B fnem ‹m|n›B fmfm

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

, (２８)

式中t为演化时间,j为矩阵列项数.纠缠度C(ρ)的最大值为１,最小值为０;C(ρ)＝０表明两原子处于非纠

缠态,C(ρ)＞０表明两原子处于纠缠状态.
图２所示为在失谐量Δ＝０和g＝０．０２下,当θ取不同值时,纠缠随时间的变化关系,可以明显看到,纠

缠演化曲线具有较强的周期性.这是由于当光场与原子间的耦合强度以及光场初始状态相同时,纠缠会以

相同的周期进行振荡.随着θ的增大,纠缠演化曲线整体上移,初始时刻的纠缠度逐渐增大,当θ＝π/４时,
初始时刻纠缠度已达到最大值.随着θ的改变,TC模型中没有出现纠缠突然死亡现象,这与双JC模型中

量子纠缠的演化结果有明显差异[２０].
图３所示为在Δ＝０和θ＝π/１２下,当耦合强度g取不同值时,纠缠随时间的变化关系,可以看到,随着

耦合强度的增大,纠缠演化曲线的振幅逐渐增大但周期性逐渐消失;虽然不同情况下的耦合强度不同,但初

始时刻具有相同的纠缠度.当耦合强度较大时(g＝０．５,１),纠缠出现突然死亡现象,说明此时两原子之间发

生了退纠缠现象;随着耦合强度的增加,首次出现纠缠突然死亡的时间变短,而纠缠死亡的持续时间逐渐增

加;通过纠缠演化曲线还可以发现,纠缠经过突然死亡后依然能够达到最大纠缠度.

图２ Δ＝０,g＝０．０２时,量子纠缠的演化

Fig敭２ Evolutionofquantumentanglementwhen
Δ＝０andg＝０敭０２

图３ 当Δ＝０,θ＝π/１２时,量子纠缠的演化

Fig敭３ Evolutionofquantumentanglementwhen
Δ＝０andθ＝π １２
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４　结　　论
在非旋波近似下,对TC模型的能谱和量子纠缠进行了精确求解.通过数值计算发现,在弱耦合情况

下,能谱在非旋波近似下的结果与在旋波近似下的结果吻合较好;当耦合强度较大时,二者存在明显差异.
当初态θ取不同值时,纠缠的周期不变但纠缠度改变.随着耦合强度的增大,两原子出现纠缠突然死亡现

象,并且首次出现纠缠突然死亡的时间变短,而纠缠死亡的持续时间逐渐增加.
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