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二维叠栅条纹的傅里叶变换

杨晓铭,郑三超,黄高坤,周素梅
西南大学物理科学与技术学院,重庆４００７１５

摘要　研究了方形孔径平面微透镜阵列和微图形阵列的叠栅条纹的傅里叶原理.方形孔径平面微透镜阵列可视

为正交的二维栅格线簇,以一维光栅叠栅条纹的傅里叶变换原理为基础,推导了方形孔径平面微透镜阵列二维叠

栅条纹的傅里叶变换解析式,对低频(１,－１)级叠栅条纹进行详细讨论.同时对不同夹角下叠栅条纹的周期和同

步性进行重点研究,并采用不同结构参数的二维栅格模板与微图形阵列进行实验,结果表明:实验值和理论值相吻

合,研究结果为方形孔径平面微透镜阵列的应用与研究提供了理论基础.
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１　引　　言
方形孔径平面微透镜阵列是采用光刻离子交换工艺在特殊玻璃上制作的变折射微透镜阵列,每个透镜

元掩埋在玻璃基片中,排列整齐且光学均匀性好.与柱形、半球形透镜阵列相比,方形孔径平面微透镜阵列

具有填充系数高、成像效果好、抗环境干扰性强等优点[１Ｇ４],在光信息的会聚、成像、耦合、无损传输等应用领

域具有很好的应用前景.
叠栅条纹是两条线或两个物体之间以恒定的角度和频率发生干涉产生的视觉结果.目前,叠栅条纹在

精密测量、图像处理、信号细分、相位提取、高精度检焦等方面得到了非常广泛的应用[５Ｇ１４].而现有的研究主
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要是针对各种光栅对叠栅条纹的研究,目前对两个光栅产生的一维叠栅条纹理论日渐成熟,而且有不同的分

析方法.不仅可以从几何的角度出发计算叠栅条纹的夹角及宽度[１５],从空间频率的角度出发解释叠栅条纹

的形成机理[１６Ｇ１７],而且还可以通过光栅的衍射对叠栅条纹进行分析[１８].对于其他结构形成叠栅条纹的研究

也有相关的报道,例如曹保柱等[１９]对微透镜阵列与LCD叠栅条纹的形成原理进行了初步的分析;杜春雷课

题组也对微透镜阵列叠栅条纹的放大性与透镜结构参数进行了研究[２０].由于结构复杂且对透镜阵列和相

应结构参数要求严格,还未有报道对二维叠栅条纹的形成机理及条纹特性进行详细分析.而方形孔径平面

微透镜阵列对匹配的微图形阵列会产生清晰、放大的二维叠栅条纹.因此,对方形孔径平面微透镜阵列二维

叠栅条纹形成机制的傅里叶理论进行研究,可以为方形孔径平面微透镜阵列的应用研究提供理论依据.
本文将方形孔径平面微透镜阵列简化成二维栅格图样,方形孔径平面微透镜阵列的透镜元边界线和微

图形阵列的窗口线可看作４组一维光栅线簇,则方形孔径平面微透镜阵列与微图形阵列产生的叠栅条纹可

通过光栅线簇的叠合来进行模拟.基于一维光栅叠栅条纹的傅里叶变换原理[２１],讨论方形孔径平面微透镜

阵列二维叠栅条纹的傅里叶变化规律.通过对广泛应用的低频(１,－１)级叠栅条纹的周期进行理论分析,解
释方形孔径平面微透镜阵列叠栅条纹的同步性,并完成相应的实验分析.

２　二维叠栅条纹的傅里叶原理分析
２．１　叠栅条纹的周期

如图１所示,方形孔径平面微透镜阵列和微图形阵列是分布均匀的阵列二维结构图形,可将方形孔径平

面微透镜阵列透镜元的边界线和微图形阵列的窗口边界线看作正交排列的二维栅格,拆分后可得到４组一

维栅线簇Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ,如图２所示.它们的重复频率分别为f１、f２、f３、f４,其中Ⅰ、Ⅱ为微图形阵列(f１＝
f２),Ⅲ、Ⅳ对应方形孔径平面微透镜阵列(f３＝f４).因此,方形孔径平面微透镜阵列与相应的微图形阵列

形成的叠栅条纹可以通过栅线簇叠合来模拟.在叠合过程中Ⅰ和Ⅲ、Ⅳ分别产生不同的叠栅条纹,Ⅱ和Ⅲ、

Ⅳ分别产生不同的叠栅条纹.

图１ (a)微图形阵列与(b)方形孔径微透镜阵列的结构与参数

Fig敭１ Structuresandparametersof a micrographicsarrayand b squareaperturemicrolensarray

图２ ４组光栅线簇

Fig敭２ Foursetsofgratingline

根据衍射屏的透射系数理论[２２],线簇Ⅰ、Ⅱ透射率的傅里叶级数为[２１]

E１(x,y)＝∑
＋∞

n＝ －∞
anexp(i２πnf１x), (１)

E２(x,y)＝∑
＋∞

n＝ －∞
bnexp(i２πnf２y). (２)

　　线簇Ⅲ、Ⅳ透射率傅里叶级数为

E３(x,y)＝∑
＋∞

n＝ －∞
cnexpi２πnf３ xsinθ３－ycosθ３( )[ ] , (３)
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E４(x,y)＝∑
＋∞

n＝ －∞
dnexpi２πnf４ xsinθ４－ycosθ４( )[ ] , (４)

式中an、bn、cn、dn 表示傅里叶系数,θ３、θ４ 为 Ⅲ 和 Ⅳ 在xoy 坐标系的倾斜角.则 Ⅰ 与 Ⅲ 叠合后的透射率

傅里叶级数为

E１,３(x,y)＝∑
∞

n＝ －∞
ank１cnk３expi２πn[k１f１x＋k３f３(xsinθ３－ycosθ３)]{ }, (５)

整理得

E１,３(x,y)＝∑
∞

n＝ －∞
ancnexp[i２πnfe１(xsinθe１－ycosθe１)], (６)

式中θe１为叠栅条纹的倾斜角;fe１为Ⅰ与Ⅲ叠合形成的叠栅条纹的频率,可以表示为

fe１＝ (k１f１)２＋(k３f３)２＋２k１k３f１f３cosθ(１,３). (７)

　　同理,Ⅰ与Ⅳ叠合形成的叠栅条纹重复频率为fe２;Ⅱ与Ⅲ叠合形成的叠栅条纹的重复频率为fe３;Ⅱ与

Ⅳ叠合形成的叠栅条纹重复频率为fe４,分别表示为

fe２＝ (k１f１)２＋(k４f４)２＋２k１k４f１f４cosθ(１,４), (８)

fe３＝ (k２f２)２＋(k３f３)２＋２k２k３f２f３cosθ(２,３), (９)

fe４＝ (k２f２)２＋(k４f４)２＋２k２k４f２f４cosθ(２,４), (１０)
式中f１＝f２,f３＝f４,f１＝１/a,f３＝１/b,θ(１,３)、θ(１,４)、θ(２,３)、θ(２,４)分别为两栅线簇的夹角.k１ 和k２ 是除零

以外的整数,表示(k１,k２)级叠栅条纹.当两线簇的重复频率接近时,(１,－１)级叠栅条纹的重复频率最低,
观察效果最明显[１８],因此取(１,－１)级叠栅条纹进行讨论.由几何关系θ(１,３)＝θ(２,４),θ(１,４)＝θ(２,３)且θ(１,３)与

θ(１,４)互余,则cosθ(１,３)＝sinθ(１,４),将其代入(７)~(１０)式,叠栅条纹的周期为

B１＝
１
fe１

＝
a

２[１－cosθ(１,３)]
, (１１)

B２＝
１
fe２

＝
１

f２
１＋f２

４－２f１f４sinθ(１,３)

, (１２)

B３＝
１
fe３

＝
１

f２
２＋f２

３－２f２f３sinθ(１,３)

, (１３)

B４＝
１
fe４

＝
１

f２
２＋f２

４－２f２f４cosθ(１,３)

. (１４)

由于f１＝f２,f３＝f４,因此B１＝B４、B２＝B３.分别取a＝０．４mm,b＝０．４mm;a＝０．３mm,b＝０．４mm(此
参数为实验样品值),其周期与夹角[夹角统一为θ(１,３)]关系如图３所示.

图３ 周期B 与夹角θ的关系.(a)a＝０．４mm,b＝０．４mm;(b)a＝０．３mm,b＝０．４mm
Fig敭３ RelationshipbetweenperiodBandangleθ敭 a a＝０敭４mm b＝０敭４mm  b a＝０敭３mm b＝０敭４mm

当栅线簇以一定的夹角叠合,出现了４组的叠栅条纹,其中叠栅条纹B１ 和B４ 互相垂直且大小相同;B２

和B３ 互相垂直且大小相同.从图３可以看出栅线簇周期越接近时叠栅条纹的周期越大,并且随夹角变大

也越大;并不是能够连续明显地观察到每一组叠栅条纹,而是以４５°(０．７８４rad)为分界点,小于４５°时B１ 和

０９２３０２Ｇ３
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B４ 观察较为明显,大于４５°时B２ 和B３ 观察较为明显.
基于方形孔径平面微透镜阵列叠栅条纹的阴影成像原理[２３Ｇ２４],将方形孔径平面微透镜阵列与微图形阵

列形成的叠栅条纹视为二维栅线簇叠合形成的几何图形,以光栅叠栅条纹阴影成像理论为基础,通过几何推

导得到叠栅条纹周期的表达式.采用阴影成像原理得到的周期与采用傅里叶变换中频率的概念推导得到的

结果是相同的,当选择相同的模拟参数,周期与夹角的关系与图３相同.但傅里叶变换原理可以避免复杂的

几何推导,在不考虑叠栅条纹光强分布时,可以更方便、简单地分析叠栅条纹的周期.

２．２　同步性

栅线簇以一定夹角叠合后,叠栅条纹的移动方向和移动大小与两栅线簇的相对移动方向和移动大小有

着严格的对应关系,且移动栅线簇的同时叠栅条纹也随之移动,即存在叠栅条纹的同步性.取a＝b,(１１)~
(１２)式变为

B１＝
１
fe１

＝
a

２[１－cosθ(１,３)]
, (１５)

B２＝
１
fe２

＝
a

２[１－sinθ(１,３)]
. (１６)

此时,叠栅条纹的周期与夹角的关系可以通过图３(a)进行描述,当叠合的栅线簇沿垂直于条纹的方向左右

移动Δx 时,叠栅条纹的移动距离为

ΔB１＝
a＋Δx

２[１－cosθ(１,３)]
－

a
２[１－cosθ(１,３)]

＝
Δx

２[１－cosθ(１,３)]
, (１７)

ΔB２＝
a＋Δx

２[１－sinθ(１,３)]
－

a
２[１－sinθ(１,３)]

＝
Δx

２[１－sinθ(１,３)]
. (１８)

当Δx＝a 时,即栅线簇移动一个周期,叠栅条纹也移动一个周期,可见叠栅条纹的移动距离与栅线簇的移动

距离是一一对应的.夹角在０°~４５°之间,根据(１５)式,能够明显观察到的是周期为B１、B４ 的叠栅条纹,当
栅线簇向右移动一个周期时,叠栅条纹向下移动一个周期,栅线簇向左移动则条纹向上移动一个周期;当夹

角在４５°~９０°之间,根据(１６)式,能够明显观察到的是周期为B２、B３ 的叠栅条纹,当栅线簇向右运动一个周

期时,叠栅条纹向上移动一个周期,栅线簇向左移动则条纹向下移动一个周期.应用移动的同步性原理,可
以进行多方向的精密测量.

３　实验研究
３．１　周期测量

采用结构参数分别为a＝０．４mm,b＝０．４mm;a＝０．３mm,b＝０．４mm的二维栅格模板及与其对应的

微图形阵列进行实验.两元件无间隙叠合后,会出现放大的微图形,且微图形的周期会随着两元件的夹角变

化,如图４所示.

图４ (a)a＝０．４mm,b＝０．４mm时的叠栅条纹;(b)a＝０．３mm,b＝０．４mm时的叠栅条纹

Fig敭４  a Moiréfringeswhena＝０敭４mm b＝０敭４mm  b moiréfringeswhena＝０敭３mm b＝０敭４mm

通过测量成像系统中不同夹角下放大而且显示清晰的微图形周期B,将理论值与实验值进行比较,结果

如表１、表２所示.

０９２３０２Ｇ４
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表１　a＝０．４mm,b＝０．４mm时的周期理论值与实验值的对比

Table１　Comparisonoftheoreticalandexperimentalvaluesofperiod,whena＝０．４mmandb＝０．４mm

θ(１,３)/(°) a/mm ExperimentalB/mm TheoreticalB/mm
２．６９ ０．４ ８．４７ ８．４９
９．３３ ０．４ ２．４２ ２．４５
１６．６０ ０．４ １．３６ １．３８
５６．５７ ０．４ １．３６ １．３９
７１．２７ ０．４ ２．４４ ２．４６
８４．６２ ０．４ ８．５３ ８．５３

表２　a＝０．３mm,b＝０．４mm时的周期理论值与实验值的对比

Table２　Comparisonoftheoreticalandexperimentalvaluesofperiod,whena＝０．３mmandb＝０．４mm

θ(１,３)/(°) a/mm ExperimentalB/mm TheoreticalB/mm
４．３５ ０．３ １．１４ １．１６
８．０２ ０．３ １．０９ １．０８
１６．６１ ０．３ ０．８２ ０．８５
７３．３４ ０．３ ０．８５ ０．８４
８１．９３ ０．３ １．０８ １．０７
８５．９４ ０．３ １．１３ １．１５

　　从表１、表２可以看出,不同角度的实验测量值与理论值总体一致.由于计算机成像质量的影响,在测

量过程中微小的角度误差会导致实验测量值与理论值出现偏差.忽略误差的影响,理论值与实验值是吻合

的.叠栅条纹的周期呈现规律性的变化,靠近０°和９０°时周期最大.

３．２　同步性

采用结构参数分别为a＝０．４mm,b＝０．４mm的二维栅格模板及与其对应的微图形阵列进行实验.将

两元件叠合后,设定两元件的夹角为θ＝６．５７°,选取向右的方向移动栅格模板,如图５所示.

图５ 微透镜阵列移动前后的叠栅条纹.(a)移动前;(b)移动后

Fig敭５ Moiréfringesbeforeandaftermovingthemicrolensarray敭 a Beforemoving  b aftermoving

从图５可以看到叠栅条纹向下移动.测量微透镜阵列移动的距离Δx,将其代入(１７)式,得到叠栅条纹

的理论移动距离ΔB,再通过测量叠栅条纹向下移动的距离ΔB,实验测量值与理论值对比如表３所示.
表３　移动距离的理论值与实验值对比

Table３　Comparisonoftheoreticalandexperimentalvaluesofmovingdistance

θ(１,３)/(°) Δx/mm ExperimentalΔB/mm TheoreticalΔB/mm
６．５７ ５．５１ ４８．２３ ４８．０３
６．５７ ６．０９ ５３．６０ ５３．１４
６．５７ ６．７１ ５８．９３ ５８．５５
６．５７ ５．６ ４８．２７ ４８．８６
６．５７ ６．３９ ５５．６０ ５５．７６

　　忽略实验测量误差,可以看出,叠栅条纹移动距离的实验值与理论值基本吻合,移动方向与理论推导一

致.结果表明,形成的叠栅条纹同样具有同步性,条纹移动的距离与微透镜阵列移动的距离是一一对应的.
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４　结　　论
本文根据方形孔径平面微透镜阵列以及微图形阵列的二维栅格模型,以一维叠栅条纹的傅里叶原理为

基础,推导出方形孔径平面微透镜阵列对匹配微图形所产生的二维叠栅条纹的条纹周期表达式.对不同结

构参数的二维叠栅条纹的周期进行理论分析,叠栅条纹的周期与两栅线簇的周期有着密切联系,当两栅线簇

的周期数值越相近时得到的叠栅条纹周期就越大.同时对二维叠栅条纹的同步性进行了理论分析,得出叠

栅条纹的移动方向和移动距离与两栅线簇相对移动的对应关系.实验采用理论分析对参数样品进行研究,
在误差允许范围内,二维叠栅条纹的周期和移动距离的测量结果与理论分析结果一致.研究结果不仅可以

很好地解释方形孔径平面微透镜阵列叠栅条纹的形成机理,而且丰富了方形孔径平面微透镜阵列的理论内

容并拓宽了其应用范围.
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