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基于界面算子Ｇ同伦法对有损耗的金属光子
晶体能带结构的分析
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摘要　求解分析了有损耗情况下二维金属光子晶体的能带结构.在无损耗自由电子模型下,利用界面算子法得到

了横磁模式和能带结构.考虑有损耗的Drude模型,并引入同伦法对本征频带进行修正,得到其相应的虚部.结

果表明,损耗在表面等离子体频率处存在一个极大值;当频率改变时,损耗急剧减小,并随着倒格矢量值的变化而

改变.即使考虑金属损耗,实部频率变化不明显.界面算子法与同伦法的结合为金属光子晶体的研究提供了较好

的技术支持.
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１　引　　言
当光与金属亚波长结构相互作用时,电磁波与金属中电子相互作用能够产生表面等离子体激元

(SPPs)[１Ｇ２],并导致较宽的光子带隙[３Ｇ４],从而产生广泛的应用[５].SPPs具有平坦的色散关系而被广泛应用

于信息处理等领域中[６].而且,表面等离子体材料边缘附近可产生高的态密度(DOS),该现象已经被成功应

用在生物化学传感、荧光和拉曼光谱学上[７].这个高DOS特性使表面等离子体的应用变得更加广泛[８Ｇ１６],
因此,计算分析表面等离子晶体材料的SPPs模式、能带结构和性质变得尤为重要.

０７２５０１Ｇ１
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Chang等[１７]介绍并使用界面算子法,成功地计算了无损耗周期性金属材料的SPPs模式和能带结构,并
将其推广到任意二维界面形状的无损耗模式结构中[１８],但是在使用Drude模型时,方程求解变为非线性特

征值问题,求解遇到困难.本文在界面算子法的基础上,引入同伦法,进一步研究等离子体材料各个模式的

损耗情况.利用由界面算子法计算得到的频率,求解各频率电磁波在该结构中的损耗.当然,也可以使用时

域有限差分(FDTD)法或有限元法模拟分析金属光子晶体的光子能带性质,但本方法也不失为计算分析的

另一种选择.本文利用界面算子法结合同伦法分别对正方柱、直三角柱结构的正方晶格二维金属/介质光子

晶体进行了频带和损耗分析.

２　基本理论方法
２．１　界面算子法

根据麦克斯韦方程组,时谐横磁波H(r,t)＝exp－iωt( )H(r)的横磁(TM)模式在介质中满足
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式中t为时间;c为光速;ω为光角频率;r为空间位置矢量;ε＝ε(r)为介电函数,在电介质中ε＝εd,εd为电

介质的介电常数. 在金属中使用无损耗的自由电子气模型,即其介电函数εm＝１－ω２p/ω２,其中ωp 为等离

子体频率.界面算子法的主要技巧是将非线性方程组转换为线性方程组,即求解线性矩阵特征值.其中特

征值Λ＝k２０＝(ω/c)２,特征向量为H(r),k０ 为电磁波波矢大小. 对于各向同性非磁性介电材料的二维周

期排列结构,磁场写为H(r)＝expiβz( )H(x,y),其中β为z方向电磁波的传播常数.当磁场完全处在电

介质内时,有
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　　电磁波完全在金属内部时,代入εm＝１－ω２p/ω２,得到所满足的方程为

－Ñ２＋Λp＋β２( )H＝ΛH, (３)

图１ (a)一个周期单元图;(b)界面点B 处的位置关系;(c)邻近界面点(i,j)与界面点B１,B２ 间的位置关系

Fig敭１  a Imageofoneperiodicunit  b positionrelationshipofinterfacialpointB 

 c positionrelationshipbetweenpoint i j closedtoboundaryandinterfacialpointB１andB２

式中Λp＝ ωp/c( ) ２. 横电(TE)模式具有类似(２)、(３)式的关系.把(１)式应用在金属与电介质界面的法向

方向上,得到TM模式的界面关系为
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式中n 为点B 处的法向量.代入εm＝１－ω２p/ω２,得到
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　　任一周期性单元内,将磁场H(x,y)在该单元上离散成N×N 个区域后,满足Bloch条件:

Hi,N ＝expikya( )Hi,０,HN,j＝expikxa( )H０,j, (６)

０７２５０１Ｇ２



５４,０７２５０１(２０１７) 激光与光电子学进展 www．opticsjournal．net

式中kx,ky 分别为倒格矢k 在x,y方向上的分量大小,且 k ＝ k２x＋k２y,如图１(a)所示.金属Ｇ电介质

的界面点B 满足界面函数:

ϕ(x,y)＝０, (７)
即y＝f(x),x＝f－１(y). 界面点的法向向量大小则表示为

n ＝－ ∂ϕ(x,y)/∂x[ ] －１. (８)

　　如图１(b)所示,则边界点B 处磁场HB 满足(５)式,得到

Λp Hd－HB( )/d２＝Λ Hd－HB( )/d２－εd HB－Hm( )/d１[ ] , (９)
式中Hd、Hm 分别表示在介质、金属内格点处的磁场值. 定义界面算子为

RB＝ Hd－HB( )/d２－εd HB－Hm( )/d１, (１０)
式中d１,d２ 分别为点B 到磁场为Hd,Hm 的点之间的距离.由(１０)式得到

HB＝
１

d１＋εdd２
d１Hd－d１d２RB＋εdd２Hm( ) . (１１)

　　(９)式写成与(２)、(３)式相同的形式:

Λp
d１＋εdd２

εdHd＋d１RB－εdHm( )＝ΛRB. (１２)

根据界面函数和关系式tanα＝ n ,α∈ ０,２π[ ] ,得到Hd,Hm 与格点的比例关系. 界面附近格点的方程

式需要改变,如图１(c)所示,当金属内点(i,j)有两个相邻界面点B１,B２ 时,点(i,j)与点B１,B２ 之间的距

离分别为d１,d２,假设d１＝mind１,d２( ) ,得到Hi,j 的方程式为
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　　将(１１)式代入(１３)式,令(２)、(３)、(１２)和(１３)式左边的系数矩阵为A,最终得到线性矩阵

AH＝ΛH, (１４)
式中H＝ H１,１,H１,２,,H１,N,H２,１,,H２,N,,HN,１,,HN,N[ ] .此时矩阵A 中不含有频率项.

２．２　同伦法

同伦法广泛应用于求解非线性方程,其主要思想是:１)简化目标方程(组)Ax＝０,使其成为易于求解(与
目标方程相似)的方程A０x０＝０,并定义A(s)＝sA＋(１－s)A０,其中０≤s≤１,令s０≤s１≤≤si≤≤
sN;２)将s０ 按照一定步长增加后得到s１,把s０＝０时的解x０ 作为猜测解,用牛顿法(或其他有效方法)求解

As１( )x＝０,得到解x１;３)以此类推,第i次迭代时,将si－１ 增大到si,将上一个方程的解xi－１ 作为猜测解,
解方程Asi( )x＝０得到xi;４)直到sN ＝１时,得到Ax＝０的解xN.

在２．１节提到过,界面算子法是将非线性方程组转化为线性矩阵特征值问题,该方法只有在金属介电函

数εm ＝１－ω２p/ω２ 时 才 能 完 成 变 换. 若 考 虑 到 电 子 的 碰 撞 损 耗,金 属 介 电 函 数 变 为εm ＝１－
ω２p/ω２＋iγω( ) ,其中γ为电子碰撞频率,这时并不能将原方程组转化为线性方程组,因为考虑到损耗模型

时,金属中的方程改变为
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式中Λ∗＝ω２/c２. 自由电子无损耗模型在界面点Ri,j处满足的方程表示为LH＝ΛRi,j,其中L为方程系数

向量;而有损耗时,存在

LH/１＋iγ/ω( )Ri,j＝Λ∗Ri,j, (１６)
(１６)式左边含有频率ω项,在电介质中,两种模型方程是一样的.无损耗的自由电子模型与有损耗模型下

的方程式只相差一个虚数项,这与同伦法的使用场景吻合,正好可以利用界面算子法的结果作为猜测解,然
后使用同伦法求解精确解.下面介绍使用同伦法求解的具体过程.采用Drude有损耗模型,矩阵定义为

A∗,运用(１５)、(１６)式得到

A∗H＝Λ∗H. (１７)

０７２５０１Ｇ３
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在有损耗模型下的矩阵与频率相关,记为A∗(ω). 定义矩阵

A(ω,s)＝sA∗(ω)＋ １－s( )A０, (１８)
式中A０ 为用界面算子法得到的无频率项矩阵,且０≤s≤１.步长λ＝１/n,n为正整数.

１)令s＝０,得到自由电子无损耗模型时的矩阵,求解得到特征值频率ω为

ω(i)＝c Λ(i). (１９)

　　２)任意选择一个目标特征值Λ(i)代入(１９)式得到频率后,令s＝s＋λ,得到Aω(i),s( ) .

３)利用逆迭代法[１９]求解

Aω(i),s( )－Λ(i)I[ ]y＝b, (２０)
式中b为特征值Λ(i)对应的特征向量,Λ(i)很接近Aω(i),s( ) 的特征值,得到向量y所对应的特征值为Λ(i＋１).

４)令Λ(i)＝Λ(i＋１),通过(１９)式得到频率ω(i),令s＝s＋λ,得到Aω(i),s( ) .

５)重复步骤３)、４),直到s＝１结束,得到特征值Λ∗.

６)选择下一个目标特征值并重复步骤１)~５).

３　计算结果分析与讨论

图２ 用界面算子法计算得到的能带结构(左)和k＝０处的色散关系(右).
(a)Ag/air和(b)Ag/Si正方柱金属光子晶体,d/a＝０．６;(c)Ag/air直三角柱金属光子晶体,tanα＝２

Fig敭２ Bandstructure left anddispersionrelationship right atk＝０obtainedbyinterfacialoperatorapproach敭

 a Ag airand b Ag Sisquarecylindermetalphotoniccrystalswithd a＝０敭６ 

 c Ag airrighttriangularprismmetalphotoniccrystalswithtanα＝２

图２展示了对不同二维周期性结构使用界面算子法计算无损耗模型得到的能带结构和色散关系,其中

图２(a)所示结构以银(ωp＝２πfp＝２π２１８０THz,γ＝４．３５３THz,fp 为频率)正方柱为周期单元,填充物

为空气(ε≈１),周期常数取a＝c/fp,银正方柱边长d与a有d/a＝０．６,Γ,X,M 为正方晶格倒格矢空间高

对称点;图２(b)所示结构中间填充的是熔融石英(ε＝２．２５);图２(c)所示结构以银直三角柱为周期单元.对

比图２(a)、(b)可以发现,填充物为熔融石英比为空气时增加了很多TM 和TE频带分支,这是由于受到介

电常数增加的影响.而且随着电介质介电常数的增大,频带变得更加平坦,不容易受到倒格矢量的影响,且

TM模式产生了很多小的光子带隙;对于TE模式,介电常数的增大对ω＞ωp 频带的影响大于对低于ωp 频

带的影响.如图２(c)所示,在直三角柱金属光子晶体最低分支下,TE和TM模式都存在一个截止频率.但

是对于正方柱结构金属光子晶体,只有TE模式存在最低截止频率,如图２(a)、(b)所示.图２(a)~(c)右图

显示的是频率随着传播常数β的变化图,可以看出,在低于SPPs模式下方的TM模式分支,随着β的增大,

０７２５０１Ｇ４
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频率值趋近表面等离子体频率值.表面等离子体模式不存在于TE模式中,只存在于TM 模式中.图３展

示了计算结果中一些SPPs或高度局域模式.图３(a)所示为正方柱结构的TM模式中极接近表面等离子体

频率的一个模式.电磁波频率越接近表面等离子体频率,局域在金属表面的能量越多.图３(b)、(f)所示分

别为银正方柱/空气和直三角柱/空气周期性结构利用界面算子法计算得到的在频率f＝１５４１．４８THz处产

生的SPPs.图３(c)所示为银正方柱/熔融石英的TM模式在频率fsp＝１２０９．２５THz处的磁场分布图,这时

表面等离子体的共振频率低于以空气为电介质结构的.图３(d)展示了该结构电磁波频率等于等离子体频

率时的磁场分布情况,可以明显看到,此时磁场能量分布在银金属柱外.图３(e)所示为直三角柱结构的TM
模式中一个接近表面等离子体频率的模式,能量聚集在表面附近.

图３ Γ点处部分高度局域的TM模式.(a)f＝１４９６．５７THz;(b)f＝１５４１．４８THz;(c)f＝１２０９．２５THz;
(d)f＝２１８０THz;(e)f＝１３２２．８２THz;(f)f＝１５４１．４８THz

Fig敭３ SomehighlylocalizedTM modesatpointΓ敭 a f＝１４９６敭５７THz  b f＝１５４１敭４８THz 

 c f＝１２０９敭２５THz  d f＝２１８０THz  e f＝１３２２敭８２THz  f f＝１５４１敭４８THz

图４所示为根据同伦法得到的频率实部与虚部关系图.当频率为复数ω＝ωr＋iωi 时,给定的磁场

H(r,t)＝expωit( )exp－iωrt( )expiβz( )H(x,y),可知频率虚部的大小表征了衰减的快慢.如图４所示,

两种结构的等离子体晶体在表面等离子体频率(ωsp＝ωp/ １＋εair)处损耗都存在一个极大值,和

Ritchie[１]所猜测的规律一样.当实部频率在表面等离子体频率附近变化时,损耗几乎呈现指数锐减.也就

是说,图３(a)模式中的损耗比图３(b)模式的小很多,但它们的频率相差很小:Δω＝０．０００３ωp.从图２(a)、
(c)和图４中的能带带隙还可以看出,使用自由电子无损耗模型或者使用有损耗模型时,能带带隙的位置基

本不会有很大变化,但会受倒格矢量k 的影响,带隙可能会减小,而虚部很难影响实部.这是因为在矩阵

A∗中,即使使用有损耗模型,矩阵中复数元素的虚部值与实部值也相差近５个数量级.若使用自由电子无

损耗模型,得到正方柱结构的一个模式频率为ω/ωp＝０．７０７１０,使用考虑损耗模式矫正得到的结果为ω/ωp＝
０．６９２６０－０．００１８３i.观察图２(c)中ω/ωp＝０．４２３４处的频带分支,对比图４(b)发现,随着倒格矢量k 的变

化,虚部会发生变化,损耗发生变化,在其他频支也能观察到这一现象.在图４(a)中频率大于ωsp部分,

Imω/ωp( ) 随着实频率的增大而减小,可能不呈单调递减,这种现象Han等[２０]也提到过.

４　结　　论
求 解 分 析 了 有 损 耗 情 况 下 二 维 金 属 光 子 晶 体 的 能 带 结 构,发 现 表 面 等 离 子 体 频 率

ωsp＝ωp/ １＋εd( ) 处损耗存在极大值,但频率在附近变化时,损耗将急剧减少,这是电磁波频率与电子碰
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图４β＝０时,各个频率的实部Re(ω)与虚部Im(ω)的关系.(a)正方柱结构;(b)直三角柱结构

Fig敭４ RelationshipbetweenrealpartRe ω andimaginarypartIm ω offrequencywhenβ＝０敭

 a Squarecylinderstructure  b righttriangularprismstructure

撞频率一致产生共振,急剧消耗能量所致.损耗也会随着倒格矢量的变化而发生改变.由于介电常数的虚

部大小远小于实部大小,在自由电子无损耗模型和Drude有损耗模型下,相同结构的能带位置基本不会发

生太大改变,考虑损耗的产生也几乎不改变能带带隙的位置.在分析金属光子晶体材料时,若使用界面算子

法与同伦法作为计算研究方法,由于同伦法中间涉及收敛过程,计算全部频带损耗的耗时可能较久(与离散

点数目N 有关),可以优先使用界面算子法计算自由电子无损耗模型下的频带,然后求解目标范围内各个模

式的损耗,从而大大缩短计算时间.界面算子法与同伦法结合使用,可以计算任意二维金属周期性结构物质

的能带结构、色散关系、TM模式以及损耗大小,参数设置快捷简便,但是对C＋＋或 MATLAB编程水平有

一定要求.两种方法的结合可为研究表面等离子体的频带性质提供有力的技术支持.
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