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两子系统间纠缠演化特性
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摘要　研究了两个二能级原子与共同热库发生相互作用的系统纠缠动力学演化,采用共生纠缠描述了子系统间的

纠缠,通过数值计算分析了初始状态和原子间距对两原子间纠缠演化的影响,以及耦合强度和失谐量对两子系统

间纠缠演化的影响.结果表明,原子间距较小时,无论初态是对称态还是反对称态,原子间纠缠都会产生快速振荡

现象.随着原子间距的增加,原子间相互作用减弱,强耦合下会出现纠缠死亡和纠缠复苏的现象.增加失谐量能

够抑制纠缠从原子转移到热库.
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１　引　　言
量子纠缠[１]是量子物理学中的一个重要概念,是处理量子信息不可或缺的资源,能实现许多经典信息不

可能实现的新功能,如量子态隐形传输、量子密钥分配、量子纠错、稠密编码等[２Ｇ５].近年来,人们深入研究了

量子纠缠和量子关联问题.然而,在实际应用中,量子系统与耗散环境不可避免地发生相互作用,纠缠在有

限时间内将发生衰退行为,甚至出现纠缠突然死亡的现象[６].文献[７]描述了压缩态与纠缠态光场的概念和

物理特性,以及它们在量子测量与量子信息中的广泛应用,并介绍了连续变量纠缠交换.文献[８]用实验的

方法研究了纠缠比特的演化规律,结果表明,在不同噪声和信道下纠缠特性消失的速度有所不同.文献

[９Ｇ１０]发现,运用弱测量和量子测量反转的方法可以有效避免纠缠突然死亡的现象.文献[１１]研究发现,相
位在量子纠缠态的产生过程中起着至关重要的作用,并且在自发辐射和光子损失等退相干条件下,N原子束

的产生能够在噪声环境中保护量子信息.研究量子纠缠和量子关联的保护问题是当前量子信息领域的一个

重要研究课题.
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一直以来,人们对两体纠缠问题进行了大量的研究.韩伟等[１２]研究了系统与环境有初始关联的共同热

库模型和独立热库模型,分析了不同初始状态对系统纠缠演化的影响.当两个原子间的距离接近波长时,在
集体阻尼和偶极Ｇ偶极相互作用下,系统间在演化过程中会出现纠缠复苏现象[１３Ｇ１４].用主方程的方法研究原

子间及原子与热库之间的纠缠和失协的演化可以得出,在某一特定原子距离处,原子及热库间的量子关联达

到最大值,并且在这些特定距离处,原子间的退纠缠减小[１５Ｇ１６].文献[１７]研究了系统与热库的初始关联和谱

密度函数对量子相干的影响,发现最佳相干参数在长时间情况下会趋于一个固定值.以往这些研究都没有

同时考虑原子间的距离和系统与环境的初始关联对两原子间及两子系统间纠缠的影响.基于此,在考虑原

子间的偶极Ｇ偶极相互作用和集体阻尼的情况下,本文通过研究两个原子与一个耗散的热库相互作用时的原

子间距离、耦合强度和失谐量对原子间及两子系统间纠缠的影响,找到了保护纠缠的方法,这对量子信息的

传递和处理具有重要意义.

２　理论模型
考虑两个二能级原子A和B与热库a发生相互作用,利用赝模理论求解主方程,研究原子与热库的纠

缠动力学问题.假设热库为耗散腔的电磁场,则单洛伦兹谱密度函数为

D(ω)＝
Γ

(ω－ωc)２＋(Γ/２)２
, (１)

式中ωc 和Γ为赝模的振荡频率和耗散率.(１)式表示了原子与马尔科夫热库耗散的赝模相互作用.
精确动力学可用以下主方程表示:
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其中[]表示对易关系,{}表示反对易关系,且
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式中ρ 为系统的约化密度矩阵,Ωij为原子间偶极相互作用强度,γij为集体阻尼,ω０ 为原子A和B的跃迁频

率,h．c．表示复共轭,σ＋i 、σ－i 为原子上升、下降算符,a＋(a)为热库产生(湮灭)算符.其中Ωij和γij可由原子

间距离rij＝ ri－rj 决定,即

γij＝
３
２γ

sin(k′rij)
k′rij

＋
cos(k′rij)
(k′rij)２

－
sin(k′rij)
(k′rij)３

é

ë
êê

ù

û
úú , (４)

Ωij＝
３
４γ

sin(k′rij)
(k′rij)２

＋
cos(k′rij)
(k′rij)３

－
cos(k′rij)
k′rij

é

ë
êê

ù

û
úú , (５)

式中k′＝２π/λ,λ是原子单位共振波长;偶极Ｇ偶极相互作用强度为ΩAB＝ΩBA＝Ω１２,原子与真空场相互作用

的自发辐射率为γAA＝γBB＝γ,集体阻尼γAB＝γBA＝γ１２.

用|e›和|g›代表原子的激发态和基态,环境状态|０
－›和|１

－›分别代表赝模的|０›和|１›. 初始时刻,两原

子处于Bell纠缠态,两光腔场处于真空态,则原子与光场总态矢可以表示为

|Φ(０)›＝ α|eg›＋ １－α２expiϕ( )|ge›[ ] |０›, (６)

式中α为初始状态参数,ϕ为初始状态相位.
在t时刻,系统的演化态为

|Φ(t)›＝c１|eg０›＋c２|ge０›＋c３|gg１›. (７)
在考虑共振机制ω０＝ωc＝ω情况下,采用拉普拉斯变换求解系数为

c１＝
１
２f
exp －(γ＋γ１２＋Γ＋４iω＋２iΩ１２)t/４[ ]× fcoshft/４( )－(γ＋γ１２－Γ＋２iΩ１２)sinhft/４( )[ ]×

－f －a＋bexpiϕ( )[ ]exp (－γ＋３γ１２＋Γ＋６iΩ１２)t/４[ ]＋ a＋bexpiϕ( )[ ]{ }, (８)

c２＝
１
２f
exp －(γ＋γ１２＋Γ＋４iω＋２iΩ１２)t/４[ ]× fcoshft/４( )－(γ＋γ１２－Γ＋２iΩ１２)sinhft/４( )[ ]×
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f －a＋bexpiϕ( )[ ]exp (－γ＋３γ１２＋Γ＋６iΩ１２)t/４[ ]＋ a＋bexpiϕ( )[ ]{ }, (９)

c３＝
－４iΩ a＋bexpiϕ( )[ ]exp －(γ＋γ１２＋Γ＋４iω＋２iΩ１２)t/４[ ]sinh(ft/４)

f
, (１０)

式中f＝ －３２Ω２＋(γ＋γ１２－Γ＋２iΩ１２)２.

３　数值计算及理论分析
对于X 型量子态,在基矢空间 |０›A|０›B,|０›A|１›B,|１›A|０›B,|１›A|１›B{ } 下,量子态表示为
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式中主对角线上参数为实数,非对角线上参数为复数.
共生纠缠定义为

C(ρAB)＝２max０,ρ２３ － ρ１１ρ４４,ρ１４ － ρ２２ρ３３{ }. (１２)

形成纠缠定义为
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式中H(P)＝－PlbP－(１－P)lb(１－P)为Shannon熵[１８],C是两比特共生纠缠.量子失协(QD)定义为

QQD(ρAB)＝I(ρAB)－CCC(ρAB). (１４)
量子互信息I(ρAB)表示为

I(ρAB)＝S(ρA
AB)＋S(ρB

AB)＋∑
３

j＝０
λjlbλj, (１５)

式中ρA
AB,ρB

AB 和λj 分别为ρAB 的约化密度矩阵和本征值,其中

S(ρA
AB)＝－[(ρ１１＋ρ２２)lb(ρ１１＋ρ２２)＋(ρ３３＋ρ４４)lb(ρ３３＋ρ４４)], (１６)

S(ρB
AB)＝－[(ρ１１＋ρ３３)lb(ρ１１＋ρ３３)＋(ρ２２＋ρ４４)lb(ρ２２＋ρ４４)], (１７)
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经典关联CCC(ρAB)表示为

CCC(ρAB)＝S(ρA
AB)－min

Bi{ }
S(ρAB|{Bi})[ ] , (２０)

式中量子条件熵S(ρAB|{Bi})＝p０S(ρ０)＋p１S(ρ１). 对于B子系统进行Neumann测量[１９],得ρ０ 和ρ１
的存在几率为

p０＝(ρ１１＋ρ３３)k＋(ρ２２＋ρ４４)l,p１＝(ρ１１＋ρ３３)l＋(ρ２２＋ρ４４)k, (２１)
将θ和θ′表示为

θ＝
[(ρ１１－ρ３３)k＋(ρ２２－ρ４４)l]２＋Θ
[(ρ１１＋ρ３３)k＋(ρ２２＋ρ４４)l]２

,θ′＝
[(ρ１１－ρ３３)l＋(ρ２２－ρ４４)k]２＋Θ
[(ρ１１＋ρ３３)l＋(ρ２２＋ρ４４)k]２

, (２２)

式中Θ＝４kl ρ１４ ２＋ ρ２３ ２＋２Re(ρ１４ρ２３)[ ]－１６mRe(ρ１４ρ２３)＋１６nIm(ρ１４ρ２３),Re(z)和Im(z)分别表

示复数z的实数和虚数.参数m,n,k,l满足关系式k＋l＝１,m２＋n２＝klm,由于函数关于参量k－l是对

称的,则极值点取k＝l＝１/２时,m＝０,１/４和n＝０,±１/８,取k＝０,１时,m＝n＝０.
约化密度矩阵 ρi,pi[ ] 的熵表示为

S(ρ０)＝－
１－θ
２ lb

１－θ
２ －

１＋θ
２ lb

１＋θ
２
, (２３)
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S(ρ１)＝－
１－θ′
２ lb１－θ′２ －

１＋θ′
２ lb１＋θ′２

. (２４)

几何量子失谐(GMQD)定义为

QGMQD(ρAB)＝(trK－kmax)/４, (２５)

式中trK＝∑iki 和kmax＝max{k１,k２,k３}.K 的本征值为

k１,２＝４(ρ１４ ２± ρ２３ ２),k３＝２∑
４

i＝１
ρ２ii－４(ρ１１ρ３３＋ρ２２ρ４４). (２６)

３．１　Bell型纠缠初态对AB原子间纠缠的影响

共振机制下AB原子间的共生纠缠通过(１２)式可表示为

CAB＝２c１c∗２ . (２７)
设X＝γt,Y＝α２,在原子间距离较小的情况下,AB原子间纠缠随时间的演化特性如图１所示.原子间距离

决定原子间的偶极Ｇ偶极相互作用和集体阻尼条件.当原子间距离趋于０时,根据(４)式可知,原子间的偶

极Ｇ偶极相互作用趋于无穷大,而集体阻尼条件趋于１.从图中可以明显看出,无论是对称态还是反对称态,
在有限的时间里都出现了快速振荡现象,这是由于较强的原子间偶极Ｇ偶极相互作用使得原子间能量与信息

进行了快速交换.随着初始状态α２ 的增加,研究发现在强耦合Γ＝０．１１Ω情况或弱耦合Γ＝１１Ω情况下,

AB原子间的共生纠缠分布情况完全一样,这是由于强偶极Ｇ强偶极相互作用使得原子与热库间的转移减弱,
原子与热库中心模式耦合强度对两原子纠缠影响微不足道,因此图１中只呈现出强耦合的情况.如

图１(a)、(b)所示.相对反对称态,对称态 AB原子纠缠快速衰减,随着时间演化纠缠逐渐消失,特别是在

α２＝０．５时,对称态中原子纠缠缓慢衰减为０,而反对称态中原子纠缠一直保持为１.通过引入两个线性叠加

态亚辐射态和超辐射态可以解释此现象,当相位ϕ＝０时,初始态只有超辐射态,此态会随时间演化,其纠缠

量会逐渐衰减,而当相位ϕ＝π时,初始态只有亚辐射态,此态是不随时间演化的本征态.

图１ 初态对两原子间纠缠随时间演化的影响(ω＝１,Ω＝１,γ＝１,rij＝０．０５,Γ＝０．１１Ω).

(a)Φ１(０)＝α,Φ２(０)＝ １－α２,Φ３(０)＝０;(b)Φ１(０)＝α,Φ２(０)＝－ １－α２,Φ３(０)＝０
Fig敭１ Influenceofinitialstateontimeevolutionofatomicpairwiseentanglement ω＝１ Ω＝１ γ＝１ rij＝０敭０５ 

Γ＝０敭１１Ω 敭 a Φ１ ０ ＝α Φ２ ０ ＝ １－α２ Φ３ ０ ＝０  b Φ１ ０ ＝α Φ２ ０ ＝－ １－α２ Φ３ ０ ＝０

３．２　原子间距离对AB原子间纠缠的影响

设Z＝r１２/λ,在共振机制下,当初始状态α２＝０．９时,AB原子间纠缠随原子间距离的时间演化如图２所

示.当原子间距离较小(r１２＜０．２λ)时,无论是对称态还是反对称态,在有限的时间里都出现了明显的振荡

现象,随着原子间距离的增加,原子间的相互作用减弱,此时强耦合机制(Γ＝０．１１Ω)和弱耦合机制

(Γ＝１１Ω)都会影响AB原子间纠缠,从图２(a)、(c)中可以看出,两原子间纠缠在发生纠缠突然死亡现象后

会出现恢复现象,这是由于环境呈现出非马尔科夫性,热库对系统有信息反馈效益,延长了原子间的纠缠时

间,而图２(b)、(d)反映了马尔科夫性.

３．３　耦合强度对系统中任意两子系统间纠缠的影响

采用Tangle的方法计算三体纠缠,系统中有三个量子比特A,B,C,用共生纠缠表示为

０３２７０１Ｇ４
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图２ 原子距离对原子间纠缠随时间演化的影响(ω＝１,Ω＝１,γ＝１,α２＝０．９).(a)对称态,Γ＝０．１１Ω;
(b)对称态,Γ＝１１Ω;(c)反对称态,Γ＝０．１１Ω;(d)反对称态,Γ＝１１Ω

Fig敭２ Influenceofinteratomicdistanceontimeevolutionofatomicpairwiseentanglement ω＝１ Ω＝１ γ＝１ α２＝０敭９ 敭

 a Symmetricalstate Γ＝０敭１１Ω  b symmetricalstate Γ＝１１Ω 

 c antiＧsymmetricalstate Γ＝０敭１１Ω  d antiＧsymmetricalstate Γ＝１１Ω

TABC＝C２A(BC)－C２AB－C２AC, (２８)
式中CA(BC)表示量子比特A与一个量子比特(BC)的共生纠缠,CAB和CAC表示量子比特A与量子比特B或

量子比特C之间的成对共生纠缠.
两个量子比特纠缠原子A与赝模a和原子B与赝模a的共生纠缠分别表示为

CAa＝２c３c∗１ ,CBa＝２c３c∗２ . (２９)
用一个量子比特表示原子AB与赝模a的共生纠缠为

CAB－a＝２c３ c２１＋c２２ . (３０)

通过(２８)式可求出三体纠缠为０.
图３展示了在共振机制下,初始状态α２＝０．９和原子间距离r１２＝０．６７３７λ一定时,系统中任意两子系统

间的纠缠随时间的演化,其中R＝２QGMQD.从图中可以看出,在强耦合机制或弱耦合机制的情况下,采用不

同两体量子纠缠度量方法,系统中任意两子系统间的纠缠演化特性是相似的.在短时间内,一个量子比特包

含原子AB与赝模a的纠缠起到储存量子信息的作用,在有限时间里CAB－a值一直保持最大.考虑弱耦合机

制的情况,原子A与赝模a的纠缠一直比原子B与赝模a的纠缠大,随后一同衰减为０,如图３(a１)~(d１)所
示.而强耦合机制的情况下,原子A与赝模a的纠缠不一定比原子B与赝模a的纠缠大,且在有限的纠缠

区域里出现纠缠突然死亡现象,经历长时间演化后纠缠也逐渐消失,如图３(a２)~(d２)所示.初始条件决定

了c１ 和c２ 系数是不同的,使得原子与赝模的纠缠也是不同的,同是考虑到选择的原子间距离为极小值,原
子间的偶极Ｇ偶极相互作用比较弱,而强耦合机制却会增加原子与热库间的纠缠.

３．４　失谐量对系统中两子系统间纠缠的影响

图４表明在初始状态和原子间距离一定时,不同的失谐量对原子间纠缠和一个量子比特包含原子AB
与赝模a的纠缠随时间演化特性的影响.考虑到强耦合作用,在近共振机制下 (Δ＝ω０－ωc＝０．１),原子间

纠缠和一个量子比特包含原子AB与赝模a的纠缠都出现了纠缠突然死亡和复苏的现象,而在大失谐机制

下(Δ＝１０),原子间的纠缠振荡振幅减小,并随时间逐渐减小直至消失,不会出现复苏现象,一个量子比特包

含原子AB与赝模a的纠缠也不会出现纠缠突然死亡和复苏的现象,这说明原子与热库中心模式的失谐量

抑制了纠缠从原子到热库的转移,如图４(a)、(b)所示.考虑到弱耦合作用,随着失谐量的增加,原子间纠缠

和一个量子比特包含原子AB与赝模a的纠缠衰减时间变长,如图４(c)、(d)所示.
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图３ 耦合强度对两子系统间纠缠随时间演化的影响(ω＝１,Ω＝１,γ＝１,α２＝０．９,rij＝０．６７３７).(a１)Ｇ(d１)Γ＝１１Ω;(a２)Ｇ(d２)Γ＝０．１１Ω
Fig敭３ InfluenceofcouplingstrengthontimeevolutionoftwoＧsubsystemＧentanglement

 ω＝１ Ω＝１ γ＝１ α２＝０敭９ rij＝０敭６７３７ 敭 a１ Ｇ d１ Γ＝１１Ω  a２ Ｇ d２ Γ＝０敭１１Ω

图４ 失谐量对两子系统间纠缠随时间演化的影响(ω＝１,Ω＝１,γ＝１,α２＝０．５,rij＝０．６７３７).
(a)Γ＝０．１１Ω,Δ＝０．１;(b)Γ＝１１Ω,Δ＝０．１;(c)Γ＝０．１１Ω,Δ＝１０;(d)Γ＝１１Ω,Δ＝１０

Fig敭４ InfluenceofdetuningontimeevolutionoftwoＧsubsystemＧentanglement ω＝１ Ω＝１ γ＝１ α２＝０敭５ rij＝０敭６７３７ 敭

 a Γ＝０敭１１Ω Δ＝０敭１  b Γ＝１１Ω Δ＝０敭１  c Γ＝０敭１１Ω Δ＝１０  d Γ＝１１Ω Δ＝１０

４　结　　论
研究了初态为Bell纠缠态的两个二能级原子与共同热库发生相互作用的系统纠缠动力学演化,利用共

生纠缠的方法讨论了初始状态和原子间距离对两原子纠缠特性的影响,并且采用Tangle的方法计算三体纠

缠,分析耦合强度和失谐量对系统中两子系统纠缠特性的影响.通过数值计算发现,无论Bell初态是对称

态还是反对称态,耦合强度对两原子间的纠缠演化无影响,都在有限的时间里出现了快速振荡现象.随着原

子间距离的增大,强耦合下原子间会出现纠缠死亡和纠缠复苏现象.增大原子与热库中心模式的失谐量,能
够抑制纠缠从原子向热库的转移,使纠缠衰减时间变长.

０３２７０１Ｇ６
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