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石墨烯量子盘带内跃迁双光子吸收理论研究
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摘要　通过求解无限质量边界条件下石墨烯量子盘(GQDs)电子狄拉克方程,获得了电子能带结构,在此基础上理

论研究了石墨烯量子盘的双光子吸收(TPA)性质,得到了任意尺寸分布函数下导带内电子跃迁引起的双光子吸收

系数的解析表达式,及双光子跃迁选择定则.研究结果表明,双光子吸收系数的峰值比传统的半导体量子点的大８
个数量级左右,石墨烯量子盘的能谱和双光子吸收谱可以通过石墨烯量子点的尺寸、尺寸分布函数和电子的弛豫

能来调控.

关键词　非线性光学;双光子吸收系数;无限质量近似;石墨烯量子点

中图分类号　O４３７　　　文献标识码　A
doi:１０．３７８８/LOP５４．０３１９０１

TheoreticalStudyonTwoＧPhotonAbsorptionAssociatedwith
IntrabandTransitionsinGrapheneQuantumDisks

LiZhisong FengXiaobo
SchoolofPhysicsandElectronicInformationTechnology YunnanNormalUniversity 

Kunming Yunnan６５０５００ China

Abstract　ThestructureofelectronicenergylevelsisobtainedbysolvingelectronicDiracequationofgraphene
quantumdisks GQDs undertheinfiniteＧmassboundaryconditions敭Onthisbasis thepropertiesoftwoＧphoton
absorption TPA ofGQDsarestudiedtheoretically andtheanalyticalexpressionofTPAcoefficientassociated
withelectrontransitionsintheconductionbandunderanarbitrarysizeＧdistributionaswellasthetwoＧphoton
transitionselectionruleareobtained敭TheresearchresultsshowthatthepeakvalueofTPAcoefficientisabout８
ordersofmagnitudegreaterthanthatofconventionalsemiconductorquantumdots敭TheenergyspectraandTPA
spectracanbeadjustedandcontrolledbytheGQDssize sizeＧdistributionfunctionandelectronrelaxationenergy敭
Keywords　nonlinearoptics twoＧphotonabsorptioncoefficient infiniteＧmassapproximation graphenequantumdot
OCIScodes　１９０敭０１９０ １９０敭４１８０ １６０敭４２３６

　　收稿日期:２０１６Ｇ１１Ｇ０７;收到修改稿日期:２０１６Ｇ１１Ｇ１６
基金项目:国家自然科学基金(１１３０４２７５,１１０６４０１７)

作者简介:李志松(１９９１—),男,硕士研究生,主要从事石墨烯非线性光学性质方面的研究.

EＧmail:１５１５０８５４５６＠qq．com
导师简介:冯小波(１９８０—),女,博士,副教授,主要从事低维半导体材料非线性光学性质方面的研究.

EＧmail:fengxiaobo１２２０＠gmail．com(通信联系人)

１　引　　言
独特的单原子层厚的碳原子二维蜂窝晶体结构使石墨烯具有电子迁移率高、热稳定性好以及导电性强

等优越的物理和化学性质[１Ｇ３].然而,石墨烯的零带隙电子结构限制了其在电子和光电子方面的应用[４].随

着现代材料加工工艺的进步,研究者通过多种手段在单层石墨烯材料上获得了石墨烯量子点[５].由于量子

限制效应,石墨烯量子点的电子结构中出现了能隙,且其宽度可以通过量子点尺寸调节[６Ｇ７].传统的半导体

量子点材料已广泛用于光学开关、生物传感器以及生物光学成像等领域[８Ｇ１０].石墨烯量子点除了具有量子

限制效应带来的高光学非线性外,还具有传统的半导体量子点无可比拟的优势,如毒性低、光漂白弱、化学稳
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定性强等.石墨烯量子点材料在光激发、生物分子探测和细胞生物成像应用方面有着巨大的潜力[１１Ｇ１３].在

这些应用中,双光子吸收具有激发波长长、穿透深度深以及空间分辨率高等优势而被广泛采用[１４Ｇ１５].
对于传统的半导体量子点材料,其双光子吸收理论已经建立,并被大量实验证实[１６Ｇ２０].单层和双层石墨

烯材料的双光子吸收理论也已经建立且获得实验验证[２１].但上述理论不能直接运用于石墨烯量子点中,因
为石墨烯量子点中电子三维受限.近年来,研究者们采用紧束缚模型在不同边界条件下(锯齿型、扶手型)获
得了各种形状(圆盘形、六边形、三角形等)石墨烯量子点的电子结构[２２Ｇ２４].目前对于石墨烯量子点光学性质

的研究主要集中在线性光学方面,如Peng等[２４]实验测定了几个不同尺寸石墨烯量子点从紫外到可见光的

线性吸收光谱和光致发光光谱.Choudhary等[２５]测量了石墨烯量子点光致发光光谱和红外光谱,进一步证

实了石墨烯量子点的结构.Grujic＇等[２６Ｇ２７]分别在无限质量近似和锯齿型边界条件下,获得了垂直磁场中石

墨烯量子盘(GQDs)的带间跃迁线性吸收谱.本课题组前期理论研究发现,对于圆盘形石墨烯量子点,导带

和价带内电子能级的均匀分布性,使其带内跃迁共振很容易发生,从而导致带内跃迁的双光子吸收比带间跃

迁的双光子吸收强[２８].因此,本文只研究导带内的双光子吸收.

２　理论模型和计算
选取一个单层圆盘形石墨烯量子点,其半径为R.无外场时,电子哈密顿量可以写成

H ＝vFpσ＋τV(r)σz, (１)
式中vF 为费米速度,p 为电子的动量算符,r为极坐标系(r,θ)下电子的径向坐标分量,σz 为泡利矩阵z 分

量,σ＝(σx,σy )是泡利矩阵;参数τ取两个值±１,分别对应两个狄拉克点K 和K′;V(r)为势函数.在柱坐

标系下,电子哈密顿量满足狄拉克方程HΨ (r,θ )＝EΨ (r,θ ),其中Ψ 为电子波函数,E 为电子本征能量.假

设势函数V(r)在量子盘内的值为零,在量子盘半径R 外趋近于无穷大,即当r＜R 时,V(r)＝０;当r≥R
时,V(r)→ ∞, 此 为 无 限 质 量 边 界 条 件. 在 此 条 件 下, 波 函 数 两 个 分 量 在 边 界 处 满 足

Ψ２ (R,θ )/Ψ１ (R,θ )＝iτexp(iθ). 这种边界条件下的处理方式,形式简明,多用于圆盘形和环形石墨烯量

子点的研究[２３,２９Ｇ３０].总角动量算符Jz 与哈密顿量H 对易,即[H,Jz]＝０,因此可以把系统的波函数设为

Ψ(r,θ)＝exp(imθ)
χ１(r)

χ２(r)exp(iθ)
é

ë

ê
ê

ù
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ú
, (２)

式中m 为角动量量子数,且m＝０,±１,±２,.把波函数代入本征方程可以得到K 点处波函数径向分量

χ１(r)的贝塞尔方程:

r２ ∂
２

∂r２
χ１(r)＋r∂

２

∂r２
χ１(r)＋(ε２r２－m２)χ１(r)＝０, (３)

其解为贝塞尔函数Jm(εr)的线性叠加,即
χ１(r)＝DmJm(εr), (４)

式中变量ε与载流子本征能量E 有关,ε＝E/(h－vF)＝xn
m/R,xn

m 为m 阶贝塞尔函数Jm 的第n个零点.波

函数径向分量χ２ (r )也有贝塞尔方程,其解为

χ２(r)＝iDmJm＋１(εr), (５)
式中Dm 是归一化常数,且

Dm ＝１/ πR２ Jm＋１(xn
m)[ ] ２＋ Jm＋２(xn

m)[ ] ２{ } ＝１/ πR２Cm( ) . (６)

为了方便,用符号Ee(h)
τ,m,n 表示K(K′)点附近角动量量子数为m、主量子数为n 的电子(用e表示)或者空穴

(用h表 示)的 本 征 能 量.由 无 限 质 量 边 界 条 件 可 知,τJm(εR)＝Jm＋１(εR),结 合 贝 塞 尔 函 数 的 性

质Jm(x)＝(－１)mJ－m(x)和Jm(x)＝(－１)mJm(－x),可以得到以下几个性质:

１)同一点(K 或者K′点)电子和空穴的能级呈现不同的对称性.电子能级以m＝０为中心左右对称,
空穴能级以m＝－１为对称中心.对称关系式可以写成Ee

±１,m,n ＝－Eh
±１,－(m＋１),n;

２)不同点(K 和K′)间电子或者空穴能级的关系式为Ee,h
＋１,m,n ＝Ee,h

－１,－(m＋１),n ;

３)不同点(K 和K′)电子和空穴之间能级的关系式为Ee
±１,m,n ＝－Eh

∓１,－(m＋１),n.
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双光子吸收是一个载流子吸收两个光子后从初态经过一个中间态跃迁到末态的过程.在二阶微扰理论

下,当入射光子能量为h－ω 时,用电子Ｇ光子相互作用表示双光子跃迁速率W (２):

W (２)＝
２π
h－ ∑i,f Mf,i

２
δ(Ef －Ei－２h－ω)

Mf,i＝∑
v

Hint
f,vHint

v,i

Ev －Ei－h－ω－ih－γ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

, (７)

式中Ei,Ef,Ev 分别表示电子初态、末态和中间态的能量;Hint
f,v 和Hint

v,i 分别表示从中间态跃迁到末态和从

初始态跃迁到中间态的跃迁矩阵元,且Hint＝(evF/c)Aσ 为电子和光子相互作用量,其中e为电子电量,c
为真空中光速,光场矢势A＝Ae,e为单位矢量;γ是电子弛豫率.由上面导出的电子能态,在K 点电子从初

态(m０,n０)到中间态(m１,n１)的单光子带内跃迁矩阵元为

Hint
v,i＝‹m１,n１|(evF/c)Aσ|m０,n０›＝iCm０Cm１

(eAvF/c){e－ [Jm１＋１
(xn１m１

)]２δm１
,m０＋１δn１

,n０－

e＋ [Jm０＋１
(xn０m０

)]２δm１,m０－１δn１
,n０
}, (８)

式中e±＝ex±ey.很显然单光子带内跃迁矩阵元与量子点尺寸R 无关.相似地,也可以得到电子从中间态

到末态的跃迁矩阵元.由(８)式容易得到双光子跃迁选择定则,即初态、末态以及中间态的量子数必须满足

m１－m０＝±１,m２－m１＝±１,Δn＝０.将(８)式带入(７)式,得双光子跃迁速率:

W (２)＝
２π
h－ ∑

m０
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２(eAvF/c)４F(R), (９)
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由此可见,双光子跃迁速率通过T(R)函数与量子点尺寸相关.在目前的材料加工技术水平下,很难生

产出尺寸统一的石墨烯量子点.通常用一个尺寸分布函数f(R)来描述大量石墨烯量子点的尺寸.考虑到

尺寸分布,大量石墨烯量子盘的平均双光子吸收系数β可以用平均双光子跃迁速率W (２)表示成

β＝４h－ω
N
I２∫W (２)f(R)dR, (１０)

式中N 是单位体积内石墨烯量子点数;I是入射光强度,I＝ε１/２ω ω２A２(２πc)－１,εω 是材料的光频介电常数.
对于一个任意尺寸分布函数f(R),在国际单位制中双光子吸收系数可表达为

β＝
２πN

εωω４ε２０c２h－
(evF)４ ∑

m０
,m１

,m２
,n
B２RT(R)f(R). (１１)

这里引入了跃迁半径R＝(xn
m２－xn

m０
)vF/(２ω).

３　计算结果与分析
根据上述导出的解析表达式,计算圆盘形石墨烯量子点的双光子吸收光谱,取材料参数为:vF＝１０６m/s,

N＝３×１０２４m－３,h－γ＝１meV,εω＝３.
图１给出了半径分别为１．５,２,２．５nm的三种石墨烯量子盘不同角动量量子数的电子能级.由图可知,

石墨烯量子盘的导带和价带之间出现了带隙,且带隙随着量子点尺寸的增大而减小;能级间的间隔也随着量

子点尺寸增大而减小,态密度增大;同一尺寸量子点不同量子数的电子能级间隔差别不大,这有别于传统的

半导体量子点,传统半导体量子点中,能级间隔随着量子数的增大而增加[３１],这正是量子尺寸效应带来的结果.
为了进一步说明石墨烯量子点尺寸对电子能级的影响,图２给出了量子数分别为０,±１时电子能级随

量子点尺寸的变化关系.由图可见,电子能级随着量子点尺寸的增加而降低,尤其是石墨烯量子点半径小于

２nm时,电子的能级随着半径的增加下降显著.如果半径趋近于无穷大,电子和空穴的基态能量趋近于０,
带隙消失,这正是单层石墨烯的情况.

采用前面推导的双光子吸收系数表达式,得到不同尺寸下石墨烯量子盘导带内跃迁引起的双光子吸收

(TPA)谱,如 图 ３ 所 示. 在 计 算 中,尺 寸 分 布 函 数 采 用 最 常 用 的 高 斯 函 数[３２]
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图１ 不同半径石墨烯量子盘K 点附近的电子能谱.(a)R＝１．５nm;(b)R＝２nm;(c)R＝２．５nm
Fig敭１ ElectronspectraofGQDswithdifferentradiineardotK敭 a R＝１敭５nm 

 b R＝２nm  c R＝２敭５nm

图２ 不同角动量量子数下石墨烯量子盘电子能量随半径的变化关系.(a)m＝－１;(b)m＝０;(c)m＝１
Fig敭２ ElectronenergyversusradiusofGQDwithdifferentangularmomentumquantumnumbers敭

 a m＝－１  b m＝０  c m＝１

F(R)＝ΔR－１ ln２/πexp－ln２ (R－R０)/ΔR[ ] ２{ },其中,R０ 为平均半径,尺寸均差ΔR＝sR０,s为尺寸

分布宽度.图３中,取s＝２０％、－１０≤m≤１０和１≤n≤１０且满足跃迁选择定则的所有双光子跃迁.由图３
可知,当石墨烯量子点半径为２nm时,双光子吸收谱峰值大约为８×１０５cm/MW,比双层石墨烯双光子吸

收系数峰值大１~２个数量级[３３],比传统半导体量子点的大８个数量级[３１],比单层或少层二硫化钼和二硫化

钨等二维过渡金属硫化物的大５个数量级[３４Ｇ３５].石墨烯量子点能级间隔差别甚微(图１),导致大量双光子

共振跃迁,从而产生高的双光子吸收峰.而在传统的半导体量子点中,能级间隔随着量子数的增加而增大,
双光子吸收共振很难发生.从图３可以发现,随着石墨烯量子点半径的增大,双光子吸收谱红移,且峰值增

大.这是由于量子尺寸效应,即R 越大,能级间隔就越小,态密度就越大,因此更多的跃迁可以发生.

图３　不同半径石墨烯量子盘双光子吸收谱

Fig敭３　TPAspectraofGQDs
withdifferentradii

图４　最低跃迁能与双光子吸收系数随量子点半径的变化

Fig敭４　ThelowesttransitionenergyandTPA
coefficientversusradiusofquantumdot

为了研究双光子跃迁对总体双光子吸收系数的贡献,对导带内最低跃迁引起的双光子吸收进行讨论.
导带内满足双光子吸收跃迁选择规则的最低跃迁是(０,１)→(２,１)或者(０,１)→(－２,１).图４展示了该跃迁

能E 以及引起的相应双光子吸收系数β随量子点尺寸的变化关系.可以观察到,随着量子点尺寸的增大,

０３１９０１Ｇ４
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最低跃迁能降低,且量子点尺寸越小,跃迁能降低得越快;相反,随着量子点半径的增大,最低跃迁引起的双

光子吸收系数增大.对于半径为２nm的石墨烯量子点而言,最低跃迁引起的双光子吸收系数约只占整个

吸收系数峰值的１０－７％.
由于目前的材料加工工艺还不能生产出完全统一尺寸的石墨烯量子点,为了研究量子点的尺寸分布对

双光子吸收的影响,给出了平均半径为２nm、分布宽度s分别为５％,１０％,２０％的石墨烯量子点的双光子吸

收谱,如图５所示.可以发现,量子点尺寸分布宽度越宽,即s越大,双光子吸收系数就越小,共振峰出现红

移.因此,在光电器件的制作过程中,为了获得更强的双光子吸收信号,要尽可能选择尺寸统一的量子点

材料.
与石墨烯量子盘双光子吸收有关的另一个参数是电子弛豫能h－γ.图６给出了不同弛豫能下的双光子

吸收谱,可以发现,电子的弛豫能越低,双光子吸收谱的峰值就越高,但是吸收峰并没有移动.由(９)式可知,
双光子吸收系数的大小由因子T(R)决定,而吸收峰的位置由δ函数决定.当双光子共振吸收发生时,满足
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,n －Ee
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,n ＝h－ω 和Ee

m２
,n －Ee

m０
,n ＝２h－ω,δ 函数即双光子吸收峰的位置与电子弛豫能无关,此时,

T(R)＝(h－γ)－２,双光子吸收系数的峰值与电子弛豫能成反比.

图５　当R０＝２nm时,

不同分布宽度下石墨烯量子盘的双光子吸收谱

Fig敭５　TPAspectraofGQDswithdifferent
distributionwidthswhenR０＝２nm

图６　当R０＝２nm时,

不同电子弛豫能下石墨烯量子盘的双光子吸收谱

Fig敭６　TPAspectraofGQDswithdifferentelectron
relaxationenergieswhenR０＝２nm

４　结　　论
在无限质量边界条件下,通过求解电子狄拉克方程的解析解,获得了石墨烯量子盘的能谱,发现电子的

能带和空穴的能带之间出现了带隙,且电子与空穴的能级有不同程度的对称性.在此基础上,推导出了任意

尺寸分布下导带内跃迁双光子吸收系数的解析表达式.从计算结果发现,圆盘形石墨烯量子点中导带内跃

迁双光子吸收系数比传统半导体量子点中的大了８个数量级.量子点半径越大,双光子吸收系数就越大,且
吸收峰存在红移现象.满足跃迁选择定则的最低能态的跃迁对总的双光子吸收系数的贡献非常小.双光子

吸收峰值的大小及位置可以通过量子点的尺寸以及尺寸分布函数来调节,而电子弛豫能则只能调节吸收峰

的大小,不能改变吸收峰的位置.上述理论研究结果一方面为石墨烯量子点应用于光电器件的制作提供了

理论指导,另一方面丰富了狄拉克费米子双光子吸收理论.扶手型和锯齿型边界下的石墨烯量子点的双光

子吸收理论是下一步的研究方向.
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