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欠采样条件下相位解包裹算法的研究
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摘要　提出了一种欠采样条件下相位解包裹方法,对欠采样包裹相位在水平方向或者竖直方向进行一次剪切,然
后对另一不同的方向进行二次剪切,对取得的相位采用最小二乘法进行提取,再进行迭代求和恢复得到真实的未

包裹相位信息.通过理论分析与实验研究验证了该方法的有效性.结果表明,该方法不仅可以依据包裹相位的欠

采样程度灵活选择剪切方向与剪切次数,以获得最佳解包裹效果,而且对于存在弱噪声的欠采样情况也可实现高

精度的相位恢复.
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１　引　　言
在光学干涉计量中,为了得到样品的厚度、折射率等信息通常需要对相位进行处理,但通过反正切函数

计算得到的相位分布都折叠在(－π,＋π]之间,因而实验直接获得的相位是被折叠了的.实际应用中必须

将折叠的相位进行展开,这个过程即相位解包裹,它在无损表面形貌检测、合成孔径雷达、核磁共振和信号与

图像处理(如同态解卷积)等领域中都有着重要的应用[１Ｇ８].
近年来,相位解包裹算法研究发展迅速,主要可以归为三大类:路径跟踪法[９]、最小范数法[１０]和基于最

优估计的算法[１１].这些算法都能有效处理采样率较高的相位图像,但当物体的相位变化较快或图像采样率
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相对较低时,常会引起欠采样问题,直接影响了物体相位解包裹的精确性.为了解决这个难题,国内外学者

作了很多研究:Lu等[１２]提出了一种基于相位导数方差相关图的加权最小二乘法,利用计算获得的DVCM
值对快速变化的相位十分敏感的特点,获得更加可靠的加权系数,并由此计算出更精确的相位;Ferraro
等[１３]将横向剪切原理与数字全息原理结合起来,对单幅图像进行恢复得到所需的相位信息,避免了双图像

采集或程序调节等繁琐的步骤;Li等[１４]提出了基于颜色边缘投影的可靠性导向相位解包裹算法,能有效处

理不连续变化的相位分布,与其他一些相位解包裹算法相比,该算法不需要经过图像分割、边缘检测和区域

识别等过程,实现高效率、高精度地恢复相位信息.以上这些算法都可以较高精度进行相位解包裹,但是它

们只能恢复欠采样程度不严重的相位,抗欠采样能力有限.国内一些学者进一步研究了横向剪切最小二乘

法(LSBLS):范琦等[１５]借助横向剪切干涉和数字全息干涉思想,通过原始欠采样包裹相位在水平和竖直两

方向的错位相减,成功消除欠采样的影响;钱晓凡等[１６]引进了二次剪切的概念,并通过它改进了LSBLS算

法,从而能更加有效地恢复欠采样相位.尽管上述算法的抗欠采样能力都在一定程度上有所提高,但当欠采

样非常严重时,上述方法仍无法对相位进行精确恢复.
针对严重欠采样条件下相位恢复的问题,本文提出了一种相位解包裹新方法,首先对欠采样包裹相位沿

水平或竖直方向进行剪切,然后对剪切后的包裹相位使用基于相位包裹数k 的迭代法解最小二乘,获得剪

切后的相位的解包裹相位,最后进行迭代求和恢复得到了真实相位信息.

２　欠采样条件下相位解包裹原理
设M×N 个数据点对应的二维包裹相位值为φm,n,真实相位值为Φm,n(m,n 为二维分布相位对应矩阵

的下标,０≤m≤M－１,０≤n≤N－１),则有

Φm,n ＝φm,n ＋２πkm,n, (１)
式中km,n为整数,表示相位包裹数.

定义x 方向和y 方向上的包裹相位的差值分布分别为Δxm,n和Δym,n,即

Δxm,n ＝W φm＋１,n －φm,n{ }, ０≤m ≤M －２,０≤n≤N －１
Δxm,n ＝０, else

Δym,n ＝W φm,n＋１－φm,n{ }, ０≤m ≤M －１,０≤n≤N －２
Δym,n ＝０, else

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

, (２)

式中W 为包裹算子,其作用是确保Δxm,n和Δym,n位于(－π,＋π]之间.
利用φm,n建立一个与之对应的二维复光场,为

Um,n ＝exp(jφm,n), (３)
式中j为复数单位.将Um,n沿x 方向平移一个单位,有

U′m,n ＝exp(jφm＋１,n), (４)
将Um,n与U′m,n进行相除,可以得到

ΔUx
m,n ＝

U′m,n

Um,n
＝
exp(jφm＋１,n)
exp(jφm,n)＝exp(jΔx′m,n), (５)

式中φM,n＝０,０≤n≤N－１.所以有

Δxm,n ＝arctan
Im(ΔUx

m,n)
Re(ΔUx

m,n)
é

ë
êê

ù

û
úú , (６)

在某些实际应用中,边缘也会存在欠采样,因此有必要对边缘进行剪切处理,即

exp(jΔx′０,n)＝
exp(jφ０,n)
exp(jφ０,n－１)

,０≤n≤N －１,Δx′０,０＝０, (７)

与Δxm,n不同,(５)式中的Δx′m,n是真实相位在x 方向的梯度,因为根据欧拉定理,e指数可以分解为正弦和

余弦函数,可以自动消除包裹[１７].
为了使真实相位差Δx′m,n对已知包裹相位差Δxm,n拟合最好,作最小二乘[１８],即
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minJ{ }＝∑
M－２

m＝０
∑
N－１

n＝０
Δx′m,n－Δx′m－１,n－W(Δxm,n －Δxm－１,n)[ ] ２＋

∑
M－２

m＝０
∑
N－１

n＝０
Δx′m,n－Δx′m,n－１－W(Δxm,n －Δxm,n－１)[ ] ２, (８)

将(８)式对Δxm,n求导数,令其为０,可整理得到

２Δx′m,n－Δx′m－１,n－Δx′m,n－１＝ρ′m,n, (９)
式中

ρ′
m,n ＝W(Δxm,n －Δxm－１,n)＋W(Δxm,n －Δxm,n－１). (１０)

　　尽管常用的方法(如离散余弦变换法)已能正确求解最小二乘相位解包裹,但当剪切次数很多时,在迭代

求和的过程中误差会沿x 方向或者y 方向不断传递,所以需要一种精度更高且具有一定抗噪能力的算法,
本文选用基于相位包裹数k的快速迭代法来进行求解[１８].

运用基于相位包裹数k的快速迭代法对(９)式进行求解可得真实相位差Δx′m,n,然后再作迭代求和就可

获得真实相位Φm,n,

Φ０,b ＝∑
b

n＝０
Δx′－１,n,０≤b≤N －１, (１１)

Φa,n ＝∑
a

m＝０
Δx′m－１,n,０≤a≤M －１. (１２)

　　当欠采样严重时,经过一次剪切仍存在欠采样问题,还需二次剪切或者更多次剪切.再次剪切时,可根

据包裹相位的欠采样情况选取合适的剪切方向.在实际应用中,分别选择两个不同方向进行剪切可获得更

好的实验效果,以原点发出的球面波为例,在距离为z的平面的相对相位表达式为

θx,y ＝(z２＋x２＋y２ －z)􀅰２πλ
, (１３)

式中z为光源平面与记录平面的距离,x、y 为横向坐标和纵向坐标,λ为光波波长.以沿两次相同方向和不

同方向剪切后相位在x 与y 方向的两个离散梯度的绝对值大小作为客观指标来评价剪切效果:绝对值越

小,意味着剪切相位存在欠采样的可能性越小,剪切效果越好.
考虑两次均沿x 方向剪切后得到的相位在x 方向的离散梯度为

dθ′x≈Δθ′x＝
２π
λ
􀅰x􀅰z２＋x２＋y２( ) －

１
２􀅰Δx

dθ″xx≈Δθ″xx＝
２π
λ
􀅰Δx２􀅰 z２＋x２＋y２( ) －

１
２ －x２􀅰z２＋x２＋y２( ) －

３
２[ ]

dθ‴xxx≈Δθ‴xxx＝
２π
λ
􀅰Δx３􀅰 －３z２x－３xy２( ) z２＋x２＋y２( ) －

５
２

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

, (１４)

式中dθ′x、dθ″xx和dθ‴xxx分别为真实相位x 方向的一阶离散梯度、二阶离散梯度和三阶离散梯度,Δx 为图像

采集器的水平方向像素间距.
若将先沿x 方向再沿y 方向进行剪切获得的相位取x 方向上的离散梯度可得

Δθ‴xyx＝
２π
λ
􀅰Δx２􀅰Δy􀅰 －z２y＋２x２y－y３( ) z２＋x２＋y２( ) －

５
２, (１５)

式中Δy 为竖直方向像素间距.将(１５)式与(１４)式中Δθ‴xxx相除得

Δθ‴xyx

Δθ‴xxx
＝
Δy􀅰 －z２y＋２x２y－y３( )

Δx􀅰 －３z２x－３xy２( )
, (１６)

假设Δx＝Δy 且图像采集器两个方向像素总数相同,考虑傍轴近似情况,有x≪z,y≪z,则
max(Δθ‴xyx)
max(Δθ‴xxx)≈

－z２y
－３z２x

＝
１
３
, (１７)

式中max()表示取最大值操作.同理可得

max(Δθ‴xyy)
max(Δθ‴xxy)

≈－z２x
－z２y

＝１. (１８)

０５１００３Ｇ３
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　　结合(１７)式和(１８)式可知,先沿x 方向后沿y 方向剪切的相位在x 方向上的离散梯度最大值约为沿x
方向剪切两次取得的相位在x 方向离散梯度最大值的１/３,而两者在y 方向上的离散梯度最大值近似相等,
可见沿两个不同方向进行剪切可得到更令人满意的结果.值得一提的是,根据偏导数的性质,先沿y 方向

再沿x 方向剪切与先沿x 方向再沿y 方向剪切的效果相同,而且上述剪切方法均比两次均沿y 方向剪切的

效果更好,证明方法与上述一致.
这里在(５)式的基础上选用沿y 方向进一步剪切,即ΔUx

m,n在y 方向平移１个单位,

ΔU′x
m,n＝exp(jΔx′m,n＋１), (１９)

式中Δx′m,N＝０,０≤m≤M－１.
两光场相除得

ΔUxy
m,n ＝

ΔU′x
m,n

ΔUx
m,n

＝
exp(jΔxm,n＋１)
exp(jΔx′m,n)＝exp(jΔxy′m,n), (２０)

Δxym,n ＝arctan
Im(ΔUxy

m,n)
Re(ΔUxy

m,n)
é

ë
êê

ù

û
úú , (２１)

式中Δxy′m,n是真实相位的二阶离散偏导数,同样可通过包裹相位Δxym,n作最小二乘拟合,整理得到

２Δxy′m,n－Δxy′m－１,n－Δxy′m,n－１＝Δρ′m,n, (２２)
式中

Δρ′m,n＝W(Δxym,n －Δxym－１,n)＋W(Δxym,n －Δxym,n－１). (２３)

　　在解(２２)式求得真实二阶导数Δxy′m,n后,对其进行两次迭代求和就可得到真实相位,需要说明的是,与
沿x 轴方向剪切一样,沿y 轴方向时边缘也需进行剪切.设Δxy′m,n为先沿x 方向剪切,再沿y 方向剪切,
在进行迭代求和恢复时就需要先沿y 方向,有

Δx′a,０＝∑
a

m＝０
Δxy′m,０,０≤a≤M －１, (２４)

Δx′m,b＝∑
b

n＝０
Δxy′m,n,０≤b≤N －１, (２５)

再沿x 方向,有

Φ０,b ＝∑
b

n＝０
Δx′０,n,０≤b≤N －１, (２６)

Φa,n ＝∑
a

m＝０
Δx′m,n,≤a≤M －１, (２７)

即可得到真实相位值Φm,n.

３　实验结果
３．１　模拟与结果分析

为了证明本文方法对各采样条件下相位恢复的有效性,选用 Matlab软件中的peaks函数(以５００倍为

例)构建一个２５６×２５６的二维相位分布(相位最大、最小值分别为４０５２．７、－３２７４．９rad).图１为分别用改进

的LSBLS算法[１６]和本文算法进行二维相位恢复的结果及比较.其中图１(a)是真实相位分布图,图１(b)是
其包裹相位图,图１(c)是利用改进的LSBLS算法恢复得到的相位分布图,图１(d)是本文方法剪切两次后相

位的解包裹相位图,图１(e)是图１(d)再经过迭代求和得到的相位分布图,图１(f)是y 坐标１２８pixel时真实

相位和两种方法恢复结果的切面轮廓图.
由图１可以看出,改进的LSBLS算法还是无法准确展开较为严重的欠采样条件下的相位.这是因为其

二次剪切[１６]方向是固定的,两次都沿x 方向或两次沿y 方向,必须满足真实相位剪切后相位的离散导数分

布的(真实相位的空间二阶离散导数分布)绝对值都小于π,才能避免欠采样带来的麻烦.即满足

Δxm,n －Δxm－１,n ＜π
Δym,n －Δym,n－１ ＜π{ , (２８)

０５１００３Ｇ４
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图１ 改进的LSBLS算法与本文方法的仿真实验结果及比较

Fig敭１ SimulationresultsandcomparisonoftheimprovedLSBLSandtheproposedmethod

而实验中两个数据分别９．１３rad(x 方向离散导数)和６．４７rad(y 方向离散导数),都大于π,最终导致解包裹

失败.根据上面分析可知,改进的LSBLS算法能成功解包裹的极限约为１７２倍的peaks函数.
而采用本文方法可自由选择剪切方向,先选择沿x 方向剪切,再沿y 方向剪切得到二次剪切包裹相位,

再进行解包裹.此时相位在x 方向和y 方向的离散梯度的绝对值分别为２．８０rad和０．３７rad.结合图１
(a)、(e)和(f)可看出,本文方法得到的解包裹相位与真实相位较为吻合.

表１中列出了两种方法的性能指标参数比较.MaxdＧvalue和MindＧvalue分别表示真实相位与恢复得

到相位之间差值绝对值的最大值和最小值.MSE是真实相位与解包裹得到相位的均方根误差,MAPE是

两种相位的平均相对误差.Unwrappingtime是程序运行时间(计算机处理器为Pentium(R)DualＧcore
CPUE５３００＠２．６０GHz).从这些数据可以看出本文方法比改进的LSBLS抗欠采样能力更强、精度更高、
误差更小,且解包裹速度也相近.

表１　改进的LSBLS与本文方法的性能指标参数

Table１　PerformanceevaluationparametersofimprovedLSBLSandproposedmethod

Method
Parameter

MaxdＧvalue/rad MindＧvalue/rad MSE/rad MAPE/rad Unwrappingtime/s

ImprovedLSBLS ６．３４６７×１０３ ０．０８６６ ７．７７０２×１０６ ２．８５７１×１０５ １．６２１０２２

Proposedmethod ４．５４７５×１０－１３ ０ ７．１５９０×１０－２７ ９．７９２６×１０－１３ １．５１２８９０

　　在实际应用中,都会存在一定的噪声,针对不同噪声情况下的peaks函数(１００倍)进行实验,结果如图２
所示.图２(a)为真实相位图,其包裹相位图如图２(b),图２(c)~(g)分别是利用本文方法对加入椒盐噪声

(sp)、加性高斯噪声(ag)、乘性高斯噪声(mg)、加性均匀噪声(au)、乘性均匀噪声(mu)后的相位进行解包裹

的结果图.实验中,加入椒盐噪声强度(污染比例)为１％;加性高斯白噪声方差为１０,污染比例为１％;乘性

高斯噪声,噪声最大值为２００rad,污染比例为１％;加性均值噪声最大值为２００rad,污染比例为１％;乘性均

匀噪声最大值为２００rad,同样污染比例为１％.图２(h)给出了图２(c)~(g)及真实相位同一列上截面图

(y＝１２８pixel),选择x 方向上１９４~１９８pixel观察其相位变化,可看出在各种弱噪声情况下,本文方法都可
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以获得比较理想的结果.

图２ 本文方法在各种弱噪声影响下相位解包裹仿真实验结果

Fig敭２ Simulationresultsofphaseunwrappingwithdifferentkindsofweaknoisebytheproposedmethod

从图２中可以看出,在各种弱噪声环境下,本文方法都能较好地进行相位恢复重建.为了进一步比较本

文方法与改进的LSBLS算法在不同弱噪声下的性能,采用均方根差值 MSE作为评价两种方法的客观指

标,结果如表２所示.需要说明的是,实验中先对二次剪切后的包裹相位作了降噪处理(中值滤波),然后再

进行最小二乘相位解包裹.
表２　在各种弱噪声影响下两种方法的 MSE比较

Table２　MSEcontrastofthetwomethodsaffectedbydifferentkindsofweaknoise

Method
Noisetype

Saltand

pepper/rad
AdditiveGaussian
(default)/rad

Multiplicative
Gaussian/rad

Additive
uniform/rad

Multiplicative
uniform/rad

ImprovedLSBLS ７．９９７×１０３ ２．６７２×１０３ ２．８７１×１０３ ２．３４０×１０３ ３．８９０×１０３

Proposedmethod ０．１５２×１０３ ０．７５１×１０３ ０．１７２×１０３ ０．１４２×１０３ ０．１１８×１０３

　　结合表２可以看出,在相同弱噪声强度下,本文方法的 MSE更低,与真实相位之间的误差更小,精确度

更高.实验结果表明,本文解包裹方法可以较好地恢复弱噪声污染与严重欠采样环境下的相位.
理论上,剪切次数是不受限制的,但在实际应用中会存在噪声叠加问题.虽然基于相位包裹数k 的快

速迭代法具有一定的抗噪声能力,且由于噪声的随机性,会有一部分相互抵消,但就总体来说,噪声还是呈增

大趋势,一定程度上会影响解包裹的结果.因而本文方法对噪声比较敏感,如何更加有效抑制相位噪声还有

待解决.

３．２　实验验证

为了进一步验证本文算法的效果,利用如图３所示的像面数字全息显微光路进行实验:从 HeＧNe激光
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器(波长为５３２nm)发出的光束经分光镜BS１分成两束光束,其中一束作为参考光束经过准直扩束系统后,
投射到压电陶瓷驱动的反射镜PZTMirror上,经反射到达BS２;另一束作为物光束先经过 M１的反射,再透

射过显 微 物 镜 MO 到 达 分 光 镜 BS２,两 束 光 束 合 束,在 CCD(１０２４pixel×１０２４pixel,像 元 尺 寸

３．４５μm×３．４５μm)靶面上干涉并记录下全息图.

图３ 像面数字全息显微光路图

Fig敭３ Schematicofdigitalholographicmicroscope

实验中记录的是一个球面波的光场,通过４步相移记录下４幅全息图,可以计算得到一个球面波的包裹

相位分布.结果如图４所示,其中图４(a)是４步相移术获得的４幅数字全息图;图４(b)是由图４(a)中４幅

全息图经过反正切求解得到的包裹相位图;图４(c)是本文方法剪切两次后相位的解包裹图;图４(d)是经过

迭代相加恢复得到的相位图;图４(e)是改进的LSBLS算法解包裹相位图.

图４ 实验结果图

Fig敭４ Schematicofexperimentalresults

实验中采用先沿x 轴再沿y 轴的剪切方向,而先沿y 轴方向再沿x 轴方向剪切最后进行恢复也可得到

如图４(d)中的结果,实际剪切方向可根据包裹相位的情况自行选择,从而得到最佳解包裹相位,且在解包裹
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前需进行适当的滤波降噪.结合图４(d)和(e)可以看出,本文方法和改进的LSBLS算法都可以得到解包裹

相位,但是本文方法对于边缘部分(相位变化大)的解包裹效果要优于改进的LSBLS算法.综合仿真和实验

可知,在实际应用中,采用本文方法可以获得较好的解包裹结果.

４　结　　论
提出了一种欠采样条件下的相位解包裹恢复算法,对欠采样包裹相位沿水平或竖直方向进行剪切,采用

最小二乘法对剪切后的相位进行提取,并迭代求和恢复真实相位信息.通过模拟实验分析了本文方法与改

进的LSBLS算法在欠采样情况下的性能参数,并对不同弱噪声下两种方法的相位恢复情况作了比较,通过

数字全息实验验证了本文方法的可行性.结果表明,该方法可以准确、快速地对弱噪声严重欠采样条件下的

相位进行恢复重建,对于光学计量、信号处理等应用领域具有一定的实用价值.
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