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双层圆柱的双一阶彩虹频谱结构

宋飞虎 李臻峰
江南大学机械工程学院江苏省食品先进制造装备技术重点实验室 , 江苏 无锡 214122

摘要 均匀介质构成的圆柱被激光照射后，散射光干涉形成一阶彩虹图像，根据彩虹的频谱结构，可以实现圆柱直径

的测量。结合理论及实验对双层圆柱双一阶彩虹的光强分布及频谱特性进行了研究。基于 Debye理论，通过数值计

算几种干涉结构的频谱，获知双一阶彩虹频谱中 4个特征峰的成因。将与均匀圆柱叠加波结构频率成因相似的特征

频率 F3进行单独分析 , 发现 F3与双层柱体的外直径存在线性依赖关系；而且随着圆柱内外层折射率、内直径等参数

的变化，直线斜率发生变化。F3与内直径无明显的线性依赖关系。通过构建实验系统拍摄了双一阶彩虹，并对其频

谱进行了研究。由于双层圆柱中内直径、外层折射率对彩虹图像影响较大，在这两个参数确定的前提下，由 F3确定

的外直径的相对误差约为 2%。
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Spectra of Twin Primary Rainbows Scattered by a Coated Cylinder
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Abstract Diameter of a homogeneous cylinder can be determined with the spectrum of the rainbow pattern, formed

by the scattering ray interference when the cylinder is illuminated by a laser. As for a coated cylinder, the intensity

distribution and spectral characteristics of the twin primary rainbows under different cylinder sizes are investigated

via theoretical simulation and experiments. The numerical simulation based on Debye theory is used to obtain the

intensity distribution spectra and four characteristic frequency peaks are obtained, and how they are formed is also

illustrated. The frequency peak F3, with its origin similar to that of the ripple structure formed in a homogeneous

cylinder, is then analyzed. The results show that F3 increases with the outer diameter linearly and the slope is also

slightly affected by the internal diameter and refractive index of the coated cylinder. However, there is no obvious

relationship between the internal diameter and F3. The experimental research is implemented by building a system

to capture the rainbow pattern and its spectrum is analyzed. The relative error of outer diameter about 2% can be

determined experimentally, when the internal diameter and the coated refractive index are fixed.
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1 引 言
光散射测试技术作为光学测量领域的重要分支，长期以来受到广泛关注 [1-5]。其中，彩虹频谱技术已在

近 20年来广泛地应用于液滴、圆柱的参数测量 [6-12]。1996年，Van Beeck等 [6]对彩虹特征频率与对象几何尺

寸的关系进行了研究，发现彩虹 Airy结构和叠加波结构的频率与对象直径有很好的线性关系。吴正森等 [7]

根据特定角度范围内的光强分布及其频谱结构，实现了均匀液滴、圆柱直径及折射率的测量。而在工业过

程中以圆形截面微通道为例的很多实际对象，可视为由内外两层折射率存在显著差别的介质构成，即双层

收稿日期 : 2015-10-12; 收到修改稿日期 : 2015-11-13; 网络出版日期 : 2016-02-26

基金项目 : 国家自然科学基金(51406068)

作者简介 : 宋飞虎(1986—)，男，博士，副教授，主要从事基于光散射的多相流测试技术方面的研究。

E-mail: sssongfh@sina.com



53, 043004(2016) 激光与光电子学进展 www.opticsjournal.net

043004-

圆柱理论模型。近年来，双层圆柱产生的双一阶彩虹逐渐被关注。Hiroyuki等 [11]和 Presby等 [12]基于几何光

学理论，研究了几何彩虹角随各层介质折射率、尺寸的变化规律；Lock等 [13]和 Adler等 [14-15]基于 Airy理论和

Debye理论对双一阶彩虹主峰散射角与双层圆柱参数的关系进行了研究。

本文基于 Debye理论，首先通过数值计算研究干涉形成双一阶彩虹的主要散射光线，以及这些光线干

涉构成的散射结构。然后，从中找出对彩虹光强贡献较大的若干散射结构，并对它们进行频谱分析，从而研

究频谱中各特征频率的成因。在此基础上，选择特征频率来研究其与双层圆柱尺寸的关系。最后构建实验

系统，采用激光照射充满去离子水的毛细管，由相应的光学系统拍摄产生的双一阶彩虹，并将特征频率的变

化规律与数值计算结果进行比较。得到的结论为基于双一阶彩虹频谱的测量算法的研究提供了一定参考。

2 双层圆柱散射的Debye理论
目前，双层圆柱双一阶彩虹的研究主要基于几何光学理论、Lorenz-Mie理论、Airy理论以及 Debye理

论。几何光学理论仅能单独地分析经一次内反射的光线的散射情况，而无法描述各光线之间的干涉作用；

Airy理论无法描述彩虹中的高频分量；Lorenz-Mie理论可以对散射光强分布进行严格的数学求解 [16]。然

而，双层圆柱的二阶彩虹源自多种散射光线的干涉，Lorenz-Mie理论仅能全局考虑所有光线干涉产生的光

强，无法单独分析某种或某几种散射光线干涉的光强分布。Debye理论能将Mie散射系数按需进行分解，得

到描述特定光线干涉形成光强分布的散射系数。双层圆柱Debye散射系数的数学表达式为 [13]
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式中 Q1
n 为均匀圆柱散射中描述折射及反射的系数 , 各项反射、折射系数的定义如图 1所示 [14]，m1、m2分别为

内、外层的折射率，r1、r2分别为内外层半径，R
k, l,k
n 表示光线由介质 k经介质 k、l交界面反射回介质 k，T

k, l
n 表示

光线由介质 k折射进入介质 l，ξ
(1)
、ξ

(2)
分别为第一类、第二类汉开尔(Hankel)函数。

为了分析不同的散射光线干涉形成的光强分布，可将折射、反射系数进行适当的组合，构建 Debye散射

系数。图 1中的 b光线，其光程依次为从环境折射进入外层、从外层折射进入内层、从内层折射进入外层、在

外层经一次内反射、从外层折射进入内层、从内层折射进入外层、从外层折射进入环境，根据这 7个步骤依次

列出折射、反射系数，从而得出 b光线的Debye散射系数

}an =
bn = T 32T 21T 12R232T 21T 12T 23 . (11)
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若计算 a光线和 b光线两者干涉形成的光强分布，则Debye散射系数为

}an =
bn = T 32T 21R121T 12T 23 + T 32T 21T 12R232T 21T 12T 23 . (12)

图 1 双层圆柱散射的Debye理论模型

Fig.1 Model of Debye theory for scattering in a coated cylinder

3 双一阶彩虹的频谱结构
双层圆柱散射中，散射光线的种类较多，干涉形成的光强分布结构较为复杂。图 2所示为双层圆柱散射

光强分布，主要由双一阶彩虹、双二阶彩虹及其他高阶散射结构等叠加而成。与均匀圆柱的一阶彩虹类似，

双层圆柱的一阶彩虹主要由低频的 Airy结构和高频的叠加波结构叠加而成。双层圆柱的二阶彩虹在某些

情况下会位于一阶彩虹所在散射角域，两者并非总在空间位置上明显分开，这是与均匀圆柱散射的不同之

处 [11]。其中 a光线二阶彩虹光强较弱，淹没于 b光线一阶彩虹尾部，而 b光线二阶彩虹的光强相对较强。

图 3所示为典型的双一阶彩虹频谱结构，可以看出存在 4个明显的峰值结构(分别称为 F1、F2、F3和 F4)。
为了研究这 4个峰值形成的原因，对不同散射结构干涉的光强进行频谱分析，如图 4所示。可以看出，F1主

要由 a光线和 b光线干涉产生；F2主要由二阶彩虹和内、外层的外反射光线(R232和 T32R232T23)干涉产生；F3主

要由 a光线、b光线和内、外层外反射光线干涉产生；F4主要由 a光线、b光线和二阶彩虹干涉产生。

从频率峰值产生原因的角度来考虑，F3与均匀圆柱一阶彩虹频谱中叠加波结构频率的成因类似。由于

叠加波结构频率和均匀圆柱直径之间存在线性关系 [6]，因此为了探索双一阶彩虹频谱中的类似规律，对 F3随

双层圆柱内外径的变化规律进行了研究。F3与 r2 的关系如图 5所示，F3与 r1的关系如图 6所示。从图 5可以

看出，随着 r2的增大，F3均相应地线性增大，这一现象和均匀圆柱频谱中的现象类似 [15]；内外径比 R在 98.33%~
80.83%范围内变化时，同一 r2对应的 F3 的变化率约为 9%；m1在 1.37~1.32范围内变化时，同一 r2对应的 F3 的

变化率约为 8%；m2在 1.45~1.55范围内变化时，同一 r2对应的 F3 的变化率约为 3%，由此可见 m1对 F3值的影

响比m2大。从图 6可以看出，r1与 F3不存在明显的线性关系，且随着 r1的增大 F3不断减小，这两个现象与均

匀圆柱彩虹图像频谱中对应的现象不同。

图 2 双层圆柱散射光强分布 (m1=1.333, m2=1.47,

r1=950.5 mm, r2=1000 mm)

Fig.2 Intensity distribution scattered by a coated cylinder

(m1=1.333, m2=1.47, r1=950.5 mm, r2=1000 mm)

图 3 典型的双一阶彩虹频谱结构(m1=1.333, m2=1.47,

r1=550 mm, r2=600 mm)

Fig.3 Typical spectrum of twin primary rainbows

(m1=1.333, m2=1.47, r1=550 mm, r2=600 mm)
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图 4 不同光线组合的干涉光强频谱(m1=1.333, m2=1.47, r1=550 mm, r2=600 mm)。 (a) a、b光线 ;

(b) 二阶彩虹和内外表面反射光线 ; (c) a、b和内外表面反射光线 ; (d) a、b和二阶彩虹光线

Fig.4 Frequency spectra of intensity distribution formed by different rays (m1=1.333, m2=1.47, r1=550 mm, r2=600 mm).

(a) a, b rays; (b) secondary rainbow and reflection rays on internal and external surfaces; (c) a, b and reflection rays on

internal and external surfaces; (d) a, b and secondary rainbow rays

图 5 (a) R; (b) m1; (c) m2分别取不同值时 F3与 r2的关系

Fig.5 Relationship between F3 and r2 when only (a) R; (b) m1 or (c) m2 is different

图 6 F3 与 r1的关系

Fig.6 Relationship between F3 and r1

4 实验结果与讨论
对双一阶彩虹的频谱结构进行了实验研究，如图 7所示，实验系统主要包括玻璃毛细管、去离子水及水

泵、光学平台及支架、光学镜片、激光光源(100 mW，532 nm)和线阵 CCD相机(Delsa 02k40)。去离子水(折
射率为 1.333)经水泵作用后流经玻璃毛细管，玻璃毛细管及其中的溶液形成的圆柱分为内外两层。玻璃毛

细管所有的材质为高硼硅，折射率为 1.47，选用的两种毛细管参数分别为内直径 1.1 mm和外直径 1.2 mm及

内直径 1.3 mm 和外直径 1.6 mm。激光照射毛细管后发出的散射光线经透镜组会聚后形成双一阶彩虹图

4
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像，被 CCD相机拍摄后将光强信息传输至计算机进行分析。

图 7 实验系统示意图

Fig.7 Schematic diagram of experimental system

图 8(a)、(b)分别为去离子水流经两种毛细管时，b光线一阶彩虹所在区域的散射光强分布。由于 b光线

一阶彩虹中 Airy结构的光强在这一区域占主导，和其他散射结构的光强叠加后形成了图中所示的彩虹结

构。从两图中均可以看出低频结构和叠加于其上的高频结构。分别选取两图中 b光线一阶彩虹的前 3个峰

进行分析，可以看出图 8(a)中前 2个 Airy结构峰值对应角度之差为 0.75°，而图 8(b)中前 2个 Airy结构峰值对

应角度之差为 0.63°，这一结果与均匀圆柱的一阶彩虹现象类似，直径越大则峰的角度间距越小。

图 8 去离子水流经两种毛细管时 CCD拍摄的双一阶彩虹。 (a) r1=550 mm, r2=600 mm; (b) r1=650 mm, r2=800 mm

Fig.8 Twin primary rainbows captured by CCD camera when deionized water flows through two capillaries.

(a) r1=550 mm, r2=600 mm; (b) r1=650 mm, r2=800 mm

图 9(a)、(b)分别为图 8(a)、(b)中 b光线一阶彩虹前 3个 Airy峰散射光强分布的频谱分析。从中可以明

显地看到 4个峰，这是由于二阶彩虹结构一部分存在于 b光线一阶彩虹所在区域内，干涉形成第 2个与第 4
个峰。图 9(a)中 F3的值为 25.15(°)-1，图 9(b)中 F3的值为 37.39(°)-1，表明随着 r2的增大 F3也相应增大，这与

图 5所示结论一致。观察图 5(a)可以发现，R=0.9083对应直线中，r2=600 mm 对应 F3为 25.81(°)-1，与图 9(a)
中 F3示值的相对误差为 2.3%；同样 R=0.8083对应直线中，r2=800 mm对应 F3为 36.68(°)-1，与图 9(b)中 F3示值

的相对误差为 1.4%。然而，图 5(b)中 R=0.85、m1=1.36 时，r2=800 mm 对应的 F3 为 33.96(°)-1 ，与图 9(b)中

图 9 图 8对应的双一阶彩虹频谱。 (a) r1=550 mm, r2=600 mm; (b) r1=650 mm, r2=800 mm

Fig.9 Twin primary rainbow spectra corresponding to Fig. 8. (a) r1=550 mm, r2=600 mm; (b) r1=650 mm, r2=800 mm

5
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F3示值的相对误差增大到 9.1%。这表明其他参数与真实值越接近，则外径的测量误差越小，否则测量误差

会越大。

5 结 论
基于 Debye理论对双层圆柱的双一阶彩虹频谱结构进行研究，发现双一阶彩虹频谱主要存在 4个特征

峰 F1、F2、F3和 F4。通过对几种主要散射光线的干涉结构进行分析，对各频率特征峰的成因进行了研究。在

此基础上，研究了特征频率 F3与双层圆柱直径之间的关系，发现内直径与 F3无明显的线性关系，而外直径与

F3存在线性关系，该线性关系的斜率随双层圆柱其他参数的改变发生相应变化。构建了相应的光学系统，

以不同尺寸的含去离子水玻璃毛细管为对象进行实验研究。对拍摄的彩虹图像进行频谱分析，并提取其中

的 F3进行分析，发现在双层柱体其他参数已知的前提下，通过频谱可以较为准确地计算得到外直径，相对误

差在 2%左右。
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