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消光光谱法颗粒测量技术中的病态性问题研究

段天雄 沈建琪 胡 彬 于海涛
上海理工大学理学院 , 上海 200093

摘要 在可见光范围内，对消光光谱法颗粒测量技术中的病态性问题进行分析，对目标函数的极值情况和反演计算

结果进行了计算讨论，并对标准聚苯乙烯颗粒进行了实验测量和反演计算。模拟计算和实验结果表明，在消光光谱

法测量中，亚微米级颗粒的病态性表现得尤为严重，目标函数极值情况和反演结果对误差非常敏感，反演结果的稳定

度和准确度较差。为保证测量结果准确性，应尽可能减小测量误差。微米级颗粒对应的目标函数极值情况和反演计

算结果则较为理想。
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Study of Ill-Condition Problem in Particle Size Measurement
Based on Spectral Extinction Technique
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Abstract In the visible light region, the ill- condition problem in particle size measurement based on spectral
extinction technique is analyzed. By analyzing the results of objective function and inversion results, the influence
of the ill-condition problem on spectral extinction method is discussed. The experiments are performed with standard
polystyrene particles and the particle size distribution is inversed. Both simulation and experimental results show
that the ill-condition problem in spectral extinction measurement is serious for the submicron particles. The situation
of objective function extremum and inversion results are sensitive to error, leading to the poor stability and accuracy
of the inversion results. To ensure the accuracy of the particle size measurement, measurement error should be
minimized. In contrast, the situation of objective function and inversion results for micron particles is much better
than for submicron particles.
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1 引 言
在能源、食品、医药、化工等众多领域，颗粒粒径大小对产品的质量或性能起着极为关键的作用，在环境

监测和一些工业产品制备中，需要对颗粒系尺寸分布进行在线实时监测。近年，光学测量法以其独特的优

势，得到了广泛的发展和应用 [1-3]。其中，消光光谱法具有快速、装置简单等优点，能对亚微米和微米级颗粒

系进行测量，并可以同时得到粒径分布和浓度，具有较大的发展空间和应用潜力 [4]。该方法在应用中的最大

难点在于其病态性 [5]，不可避免的测量误差导致颗粒粒径分布的反演结果产生明显的误差，这已成为消光光

谱法在实际应用中的瓶颈。

对消光光谱法病态性问题的改善，主要包括两个方面：一是改善系数矩阵，譬如选择特定波长组合等 [6]；
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二是改进反演算法，从而得到更稳定准确的反演结果。目前，大部分研究工作集中在消光光谱法的应用研

究 [7-10]和反演算法改进上 [11-14]，有关消光光谱法的病态性特征的研究工作相对较少。譬如，消光光谱法反演

计算目标函数的极值问题、目标函数极值区域的形态、目标函数对测量误差等因素的敏感性问题等，这些因

素都会影响到算法的收敛性及最终的反演结果。

本文分析了消光光谱法颗粒测量技术中病态性问题的特征，在可见光范围内，通过考察分析目标函数

的极值情况和反演计算结果，对消光光谱法中病态性问题的影响进行了讨论，并对标准聚苯乙烯颗粒进行

了实验测量和反演计算。

2 测量原理
消光光谱法以光散射理论为基础，通过测量复合光(如白光)通过颗粒介质后的透射率光谱(或消光谱)

反演计算颗粒粒度分布。

当一束强度为 I0 、波长为 λ的单色平行光通过含有均匀悬浮颗粒的介质时，由于颗粒对入射光的散射

和吸收作用，透射光强 I 会发生一定程度的衰减，透射光强与入射光强的关系满足 Lambert-Beer定律 [15]：

I = I0 exp(-τL) , (1)

式中 τ 为浊度，L 为颗粒介质的厚度。在实际测量中，被测量的颗粒大多不是单分散颗粒系，而是具有一定

尺寸分布范围的多分散颗粒系。如果被测量颗粒是球形颗粒且满足不相关单散射，此时有

E(λ) = 3L
2 CV ∫

Dmin

Dmax K ext( )λ,m,D
D

fV( )D dD , (2)

式中 E(λ) = -ln T (λ) 为消光值，T (λ) = I(λ)/I0 (λ) 是波长为 λ 的透射光强与入射光强之比(即透射率)。 CV 为颗

粒体积浓度，Dmin 和 Dmax 分别为待测颗粒系尺寸分布的下限和上限。 K ext( )λ,m,D 为消光系数，表征单颗粒

对入射光的散射量和吸收量之和，是颗粒粒径 D 、波长 λ及颗粒相对于周围介质的相对折射率m的函数，其

精确值可由经典 Mie理论计算得到。 fV( )D 是归一化颗粒体积频度分布，它是粒径测量中待求的未知量。

在实际测量中，采用多波长测量法以获取颗粒系的粒径分布和浓度信息。用复合光(譬如白光)作为光源，采

用光谱仪分两步探测入射光和透射光的信号以获得消光光谱[即 E(λ) - λ曲线]，并由此通过反演计算得到颗

粒粒径分布信息。

(2)式属于第一类 Fredholm积分方程，通常先进行离散处理，然后采用数值方法求解：

Ei(λi) = C∙∑
j = 1

N K ext( )λi,m,Dj

     
Dj

Aij

   
fV( )Dj ΔDj

Xj

. (3)

取 M 个 波 长 λi(i = 1,2,⋯,M ) ，Ei 为 第 i 个 波 长 的 消 光 值 ；取 N 个 颗 粒 粒 径 分 档 Dj ( j = 1,2,⋯,N ) ，

Xj = fV(Dj)ΔDj 为第 j 个粒径分档区间内的颗粒体积百分比；Aij 为系数矩阵元；C = 1.5LCV 为常数。(3)式也可

表示为矩阵形式：

E = AX , (4)
式中 A 为M×N矩阵，X 为N维列向量，E 为M维列向量。

3 消光光谱法中病态性问题及影响
(4)式所示的线性方程是病态的，其病态程度由系数矩阵决定。系数矩阵的特征主要取决于消光光谱法

中的第一类 Fredholm积分方程[(2)式]的核函数 K ext (即消光系数)。图 1所示为根据 Mie理论计算得到的不

同折射率对应的消光系数 K ext 随颗粒粒径 D 的变化曲线。可以看出 K ext 是一个复杂的振荡型函数，并且随

着 m 的增大消光系数 K ext 在振荡波形上还会出现许多毛刺，这使得(4)式的病态比一般的病态方程严重。

此外，由图 1可见，在颗粒粒径较小时，消光系数 K ext 随颗粒粒径增大单调递增并达到最大值；随着颗粒

粒径的进一步增大，消光系数 K ext 逐渐趋向于 2。当粒径很小时，颗粒散射近似为瑞利散射，消光系数与颗粒

粒径的对应关系不明显。而粒径较大情况下消光系数约等于 2，消光系数随着颗粒粒径的变化也不明显。

因此，消光光谱法的测量下限大致为 0.1 mm，而上限则大致为 10 mm(对于相对折射率较小的颗粒，则可适当
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延伸测量上限)[15]。

以分散在水中的聚苯乙烯颗粒为模拟对象，图 2为系数矩阵 A 的曲面图。其中颗粒粒径范围为 0.1~
10 mm，以对数坐标表示；波长在可见光范围(0.4~0.8 mm)，其中，水的折射率计算采用近似公式 [16]：

mm(λ)2 - 1 = 0.7533λ2

λ2 - 0.009101 . (5)

聚苯乙烯颗粒的折射率计算公式为 [17]

m p( )λ 2 - 1 = 1.4435λ2

λ2 - 0.020216 , (6)

式中波长单位为 mm。

由图 2可见，在可见光范围内系数矩阵值随波长的变化相对缓慢，而在 0.1~10 mm 颗粒粒径范围内，系

数矩阵随颗粒粒径的变化比较明显。在亚微米颗粒区域，系数矩阵值随粒径增大单调递增；在微米颗粒范

围，系数矩阵值随粒径增大呈递减趋势并伴随振荡。

3.1 病态性在目标函数中的表现

消光光谱法是根据测量得到的消光谱信息反演计算颗粒粒径分布，即逆问题的求解。在消光光谱法中

逆问题的反演求解过程一般为：设定一个颗粒粒径分布 { }X
pre
j ，通过系数矩阵 { }Aij 计算得到一组消光值

{ }E cal
i ；将计算得到的消光值 { }E cal

i 与测量得到的消光值 { }Emeas
i 进行比较；根据比较结果调整预设的粒径分布

{ }X
pre
j 直到 { }E cal

i 与 { }Emeas
i 充分接近。在此过程中，对粒径分布 { }X

pre
j 作平滑、非负等限制。 { }E cal

i 与 { }Emeas
i 的

接近程度采用目标函数表示，其表达式为

g = 1
M∑i = 1

M

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷E cal
i

∑
i = 1

M

E cal
i

- Emeas
i

∑
i = 1

M

Emeas
i

2

. (7)

反演计算的过程就是目标函数的极小化过程。因此，目标函数的特征反映了逆问题的病态特征。目标

函数的极值情况决定了计算结果的准确性和稳定性，多个局部极值的存在容易让反演寻优结果陷入其中，

无法得到全局最优，造成反演结果的偏差。

颗粒粒径分布采用对数正态分布形式：

fL - N(D) = 1
2π σ

expé
ë
êê

ù

û
úú- 1

2 æèç
ö
ø
÷

ln D - ln D̄
σ

2
, (8)

式中特征参数 D̄ 和 σ 分别为颗粒的尺寸参数和分布参数。

考察消光光谱法颗粒粒径测量中目标函数的极值情况及其对测量误差的敏感度。在模拟计算中，先设

定一组颗粒特征参数 D̄ 和 σ ，由(8)式得到粒径分布函数代入(3)式计算消光值，并作为测量量 { }Emeas
i 。分别

用不同的颗粒特征参数 D̄ 和 σ 计算消光值 { }E cal
i ，并结合 { }Emeas

i 按(7)式计算目标函数值。

图 3给出了特征参数分别为 D̄ = 0.5 μm 和 σ = 0.2 颗粒的目标函数曲面图和等高图。其中，图 3(a)、(b)

对应的 { }Emeas
i 无测量误差，图 3(c)、(d)加入了 1%的随机测量误差。由图 3(a)、(b)可见，目标函数存在多个局

图 1 消光系数曲线

Fig.1 Extinction coefficient curves

图 2 系数矩阵分布图

Fig.2 Coefficient matrix

3
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部极小值，且全局最小值和很多局部极小值的数值比较接近，这对反演计算中寻找全局最优带来了较大困

难。在存在 1%测量误差时，图 3(c)的曲面图上极小值点变得不清晰，极小值区域在图 3(d)中呈一个弧形的

凹槽，且与分布参数 σ 轴近似平行，这会影响寻优过程中颗粒分布宽度参数的确定。比较图 3(b)、(d)可以

发现，测量误差的存在未改变目标函数的分布特征，但极值点明显变差，这正是病态性的具体表现，即目标

函数极值区域形态对测量误差非常敏感。因此，一方面需尝试多个预设颗粒粒径分布作为出发点，寻找局

部最优解并最终从中找到全局最优解；另一方面应尽可能地减小测量误差。在实际测量中不可避免的误差

必将导致反演计算中寻优的困难。从图 3(d)的情形中可以预测寻优结果的两种可能情况：1) 粒径参数 D̄ 偏

大、分布偏窄(参数 σ 偏小)；2) 粒径参数 D̄ 偏小、分布偏宽(参数 σ 偏大)。

图 3 颗粒粒径为 0.5 mm的目标函数。(a) 无测量误差的曲面图 ; (b) 无测量误差的等高图 ; (c) 存在 1%测量误差的曲面图 ;

(d) 存在 1%测量误差的等高图

Fig.3 Objective function for the particle with diameter 0.5 mm. (a) Surface without error; (b) contour lines without error;

(c) surface with 1% error; (d) contour lines with 1% error

图 4给出了特征参数分别为 D̄ = 2.1 μm 和 σ = 0.2 颗粒的目标函数曲面图和等高图。其中，图 4(a)、(b)

无测量误差，图 4(c)、(d)加入了 2%随机测量误差。可以看出，即使存在 2%的测量误差，其目标函数的形态与

无测量误差时相比，极值区域略有扩展，但目标函数的全局最小值仍出现在预设的特征参数附近。

比较图 3和图 4可以看出，在消光光谱法颗粒粒径测量中病态性问题对目标函数的影响非常明显。尤其

是亚微米颗粒，其目标函数极值情况较差，且对测量误差非常敏感，较小的误差将引起目标函数分布出现明显

变化，导致寻优的困难。对于微米级的较大颗粒，对应的目标函数极值情况相对较好，对误差的敏感度较低。

此外，尝试不同形式的目标函数[譬如(9)式]，模拟计算并未体现出明显的差异。

g = 1
M - 1∑i = 1

M - 1æ

è
ç

ö

ø
÷

E cal
i

E cal
i + 1

- Emeas
i

Emeas
i + 1

2

. (9)

3.2 病态性对反演结果的影响

消光光谱法中最为关键的是颗粒粒径分布的反演重建。采用 Powell算法 [18]进行反演计算。由于目标

函数存在多极值情况，若起始点选择不好，将很容易陷入局部极小值。为此，优化了起始点选择策略，选取

多个起点通过寻优得到多组解及对应的残差值，通过比较将残差值最小的解作为反演最优解，这样能避免

陷入局部极小值，找到全局最优解。

考察消光光谱法中病态性问题在反演颗粒尺寸分布中的影响。颗粒的粒径参数 D̄ 分别取 0.5、0.7、1.5、
2.1、3.1和 5.1 mm，分布参数 σ 分别取 0.2和 0.5。通过随机数模拟测量误差，分别取 0%、1%和 2%，每组同一

4
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图 4 颗粒粒径为 2.1 mm的目标函数。(a) 无测量误差的曲面图 ; (b) 无测量误差的等高图 ; (c) 存在 2%测量误差的曲面图 ;

(d) 存在 2%测量误差的等高图

Fig.4 Objective function for the particle with diameter 2.1 mm. (a) Surface without error; (b) contour lines without error;

(c) surface with 2% error; (d) contour lines with 2% error

误差水平重复 n = 50 次计算，反演结果的不确定度 c 和综合反演误差 ξ 计算表达式为 [12]

c = æ

è
ç

ö

ø
÷

1
N∑j = 1

N

σ2
j

1 2

, (10)

ξ =
é

ë
êê

ù

û
úú∑

j = 1

N

( )X 0
j - -Xj

2 1 2

é

ë
ê

ù

û
ú∑

j = 1

N

( )X 0
j

2
1 2 , (11)

式中
-
Xj 为反演分布的平均值，σ2

j 为相应的方差，其表达式分别为

-
Xj = 1

n∑t = 1

n

X t

j , (12)

σ2
j = 1

n - 1∑t = 1

n

( )X t

j - -Xj

2
, (13)

式中 X 0
j 为设定分布；X t

j 为第 t 次反演分布，t = 1,2,⋯,n 。

从表 1的模拟计算反演结果可见，在分布较窄( σ = 0.2 )时，粒径参数为 0.5 mm 和 0.7 mm 的小颗粒反演

结果误差较大，且稳定性差(不确定度值大)，表明对测量误差非常敏感，病态性严重；而粒径参数为 1.5、2.1、
3.1 mm 的较大颗粒反演结果相对较好，在存在 2%测量误差时仍能得到较稳定准确的结果；当颗粒粒径达

5.1 mm时，稳定度、准确度有所下降。颗粒分布较宽( σ = 0.5 )时，0.7 mm颗粒的反演结果有所改善，但 0.5 mm
小颗粒的反演结果对误差依然非常敏感，2.1、3.1、5.1 mm颗粒的反演误差较窄分布情况时略有升高，但仍比

较理想。

由以上反演计算可知，由于消光光谱法中病态性问题的存在，造成目标函数存在多个局部极小值，且对

于测量误差比较敏感，较小的测量误差将使目标函数极值情况变差，从而导致反演结果的准确性和稳定性

较差，在小颗粒的测量中表现得尤为严重。消光光谱法对于微米级颗粒的测量结果较为理想，当颗粒粒径

接近测量上限时(譬如 5.1 mm以上)，反演结果对测量误差的敏感度有所上升。
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表 1 模拟计算反演结果

Table 1 Simulation inversion results

(D̄,σ)

(0.5,0.2)

(0.7,0.2)

(1.5,0.2)

(2.1,0.2)

(3.1,0.2)

(5.1,0.2)

Error /%

0

1

2

0

1

2

0

1

2

0

1

2

0

1

2

0

1

2

c

2.30×10-16

1.01

1.12

1.72×10-16

1.05

1.06

2.06×10-16

4.13×10-2

8.54×10-2

2.17×10-16

3.38×10-2

5.58×10-2

1.92×10-16

2.89×10-2

5.66×10-2

1.74×10-16

3.25×10-1

8.99×10-1

ξ

1.10×10-6

3.89×10-1

5.22×10-1

3.23×10-7

6.97×10-1

6.82×10-1

1.05×10-8

3.48×10-3

7.21×10-3

5.32×10-8

5.07×10-3

1.11×10-2

1.16×10-7

4.26×10-3

4.49×10-3

4.95×10-7

6.30×10-2

3.85×10-1

(D̄,σ)

(0.5,0.5)

(0.7,0.5)

(1.5,0.5)

(2.1,0.5)

(3.1,0.5)

(5.1,0.5)

Error /%

0

1

2

0

1

2

0

1

2

0

1

2

0

1

2

0

1

2

c

1.07×10-16

8.97×10-1

1.08

1.28×10-16

7.20×10-2

4.95×10-1

1.17×10-16

3.76×10-2

8.49×10-2

1.01×10-16

1.75×10-1

6.83×10-1

1.28×10-16

7.95×10-2

6.21×10-1

1.25×10-16

5.38×10-1

7.91×10-1

ξ

5.31×10-7

5.73×10-1

8.95×10-1

6.46×10-8

9.08×10-3

1.49×10-1

9.92×10-8

2.00×10-3

1.04×10-2

2.13×10-7

3.91×10-2

2.74×10-1

1.84×10-7

1.53×10-2

2.46×10-1

6.24×10-7

1.03×10-1

2.32×10-1

4 实验研究
采用消光光谱法对标准颗粒进行实验测量。以卤素灯(HL-2000，Ocean Optics，美国)为光源，波长范

围为 0.36~2 mm，利用光纤光谱仪(USB4000, Ocean Optics，美国)形成不同波长单色光，可探测范围为 0.2~
0.85 mm，分辨率为 1.5 nm。实验测量结构示意图如图 5所示。测试样品为由 Beckman Coulter公司生产的

标称值为 0.5 mm 的聚苯乙烯标准颗粒和北京海岸鸿蒙标准物质公司生产的标称值为 700 nm[GBW(E)
120087]、2.1 mm[GBW(E)120021]、3.1 mm[GBW(E)120022]的聚苯乙烯标准颗粒。

图 5 消光光谱法测量结构示意图

Fig.5 Schematic of measurement system based on the spectral extinction technique

将标准颗粒均匀分散在蒸馏水中形成单分散颗粒系。每次测量通过光谱仪采集透射率谱，为得到较高

的信噪比，用光谱仪对光强信号作多次采集(100次)取平均。在后续的数据处理中，在可见光范围内(0.4~
0.8 mm)选取 30个波长。

图 6给出了 4种聚苯乙烯标准颗粒实验测量的反演结果，每种标准颗粒都进行了多次测量，采用 Powell
算法进行反演。总体来看，消光光谱法实验测量结果比较可靠。但是图 6(a)中 0.5 mm颗粒 5次测量粒径分

布峰值分别在 0.494、0.450、0.505、0.517、0.420 mm，反演结果不稳定；图 6(b)中 0.7 mm 颗粒的 5次测量粒径

分布峰值在 0.784 mm或 0.803 mm，准确度欠佳；相比之下，图 6(c)、(d)所示 2.1 mm和 3.1 mm的颗粒测量结果

更加稳定准确，5次测量粒径分布峰值位置分别位于 2.073 mm和 2.933 mm。

5 结 论
在可见光范围内对消光光谱法颗粒测量技术中的病态性问题进行了研究。通过模拟计算分析讨论了

病态性问题的特征和具体影响，计算表明在消光光谱法测量中亚微米级颗粒的病态性表现得更为严重，目

标函数极值情况和反演计算结果对误差非常敏感，1%的测量误差足以影响粒径分布反演结果，反演结果的

稳定度和准确度较差；微米级颗粒的情况相对较好，目标函数极值情况和反演计算结果较为理想。对 4种单

分散聚苯乙烯标准颗粒进行了实测反演，结果进一步表明了小颗粒处的病态性比较严重，在采用消光光谱

6
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图 6 聚苯乙烯标准颗粒实验测量反演结果。(a) 0.5 mm; (b) 0.7 mm; (c) 2.1 mm; (d) 3.1 mm

Fig.6 Experimental inversion results for standard polystyrene particles. (a) 0.5 mm; (b) 0.7 mm; (c) 2.1 mm; (d) 3.1 mm

法对小颗粒进行测量时，为保证测量的准确性应尽可能减小误差，用 Powell算法进行计算时应选取多个起

始点以获取全局最优解。
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