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差分格式对偏微分方程滤波模型的影响
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摘要 电子散斑干涉技术(ESPI)中，基于偏微分方程(PDE)的滤波模型是一种重要的滤波方法。偏微分方程滤波模

型中的微分算符通常利用差分近似表示。给出了中心差分、九点差分、高阶差分三种不同的差分格式。以典型有效

的方向二阶偏微分方程滤波模型为例，分别利用三种不同的差分格式近似滤波模型中的微分算符，通过模拟条纹图、

相位图以及实验条纹图进行了分析研究，结果表明，对于密度变化特别大的条纹图，采用高阶差分格式能够更好地平

衡高密度区域和稀疏密度区域的滤波效果，九点差分和中心差分格式需要使用均值滤波做进一步的处理，中心差分

格式处理速度最快，高阶差分格式次之，九点差分格式则最慢。
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Abstract The partial differential equations (PDE) filtering model is an important filtering method in electronic
speckle pattern interferometry (ESPI) technology. The differential operator is often approximated by difference
scheme in PDE models. Three kinds of difference scheme such as central difference, nine point difference and higher
difference are introduced. The representative orientation second order PDE filtering model is selected and analyzed,
approximating differential operator in PDE model with three different difference schemes using simulated fringe
image, simulated phase image and experiment fringe image. The result indicates the high density region and sparse
density region can be balanced preferably with higher difference for large density change image. Nine point difference
and central difference schemes should be deposed with average filtering. The processing rate with central difference
scheme is the fastest, the higher difference takes the second place, and the nine point difference is the slowest.
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1 引 言
电子散斑干涉技术(ESPI)是一种全场、非接触的光学测试技术，渗透到科学和工程的多个领域 [1-3]。电

子散斑干涉技术采用 CCD或 TV摄像机和电子存储器记录光强信息，以数字化的形式存入存储介质中，然而

电子散斑干涉图伴有很强的颗粒性噪声，条纹的可见性和分辨率受到极大的影响，严重降低了图像的质量，

干扰了计算机实现散斑图像的自动判读，给散斑图的信息提取带来了挑战。因而，去除电子散斑干涉条纹

图或相位图的噪声、提高对比度是电子散斑干涉亟待解决的关键技术之一。深入研究电子散斑干涉滤波方

法，提出有效的新方法、新技术，有着重要的学术意义和工程应用价值。

基于偏微分方程的图像滤波方法自上世纪八十年代开始便成为图像处理领域研究人员的一个研究热
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点 [4]。该滤波模型在电子散斑干涉条纹图或包裹相位图的滤波方法中占据着重要地位，从最早的偏微分方

程(PDE)图像滤波模型——各向同性的常系数热传导方程 [5]，到第一个具有方向性的偏微分方程滤波模型

——P-M 模型 [6]，进而发展到选择平滑模型 [7]、耦合偏微分方程模型 [8]、退化扩散偏微分方程模型 [9]等等。课

题组对 ESPI中的几种非方向性滤波模型以及两个方向性偏微分方程滤波模型进行了分析比较 [10]。非方向

的 PDE滤波模型适合于普通密度的散斑条纹图或相位图，方向 PDE滤波模型适合于高密度或变密度的散

斑条纹图或相位图。在方向 PDE滤波模型中，扩散只沿着条纹的方向进行，因此滤波时条纹的边缘得到了

保持。其中的方向二阶退化扩散偏微分方程滤波模型(OSOPDE)是一种具有代表性的滤波模型 [11]。

上述偏微分方程滤波模型中包含有若干个微分算符，在实际的数字图像处理过程中，微分运算通常采用

图像的差分来近似，即用相邻两个或者多个数值点的差分取代偏微分方程中导数或者偏导数。采用不同的构

造方法可以建立不同的差分格式。差分格式的不同，势必会在求解偏微分方程问题的过程中产生不同的效果。

本文以方向二阶退化扩散偏微分方程滤波模型为基础，研究不同差分格式对滤波结果的影响，同时给

出不同差分格式的最大时间步长。

2 OSOPDE滤波模型及差分格式的构造
2.1 OSOPDE滤波模型

基于变分法，方向二阶偏微分方程滤波模型可表示为：

∂u
∂t = uxx cos2θ + uyy sin2θ + 2uxy sin θ cos θ , (1)

式中 uxx = ∂2u
∂x2 ，uxy = ∂2u

∂x∂y ，uyy = ∂2u
∂y2 ，θ 是条纹方向与 x 轴的夹角。

与控制扩散速度相结合，可得到方向性退化扩散二阶偏微分方程滤波模型：

∂u
∂t = g( ||∇u )( )uxx cos2θ + uyy sin2θ + 2uxy sin θ cos θ , (2)

式中函数 g( )∙ 由拉普拉斯图像确定，并采用如下的形式：

g( )||∇u = 1
1 + ( )||∇u k

2 . (3)

该滤波模型适合于高密度或变密度的散斑条纹图或相位图，是一种有效的偏微分方程滤波模型。

2.2 三种差分格式的构造

常用的差分格式有中心差分、九点差分和高阶差分法。

2.2.1 中心差分

对于一幅数字图像 u(x,y) ，中心差分格式采用如图 1的空间差分。

图 1 中心差分

Fig.1 Central difference

图 1中●标示的点代表 x向差分，▲标示的点代表 y向差分。
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(u)x = u(x + 1,y) + u(x - 1,y)
2

(u)y = u(x,y + 1) + u(x,y - 1)
2

(u)xx = u(x + 1,y) + u(x - 1,y) - 2u(x,y)
(u)yy = u(x,y + 1) + u(x,y - 1) - 2u(x,y)
(u)xy = u(x + 1,y + 1) - u(x - 1,y + 1) - u(x + 1,y - 1) + u(x - 1,y - 1)

4

. (4)
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2.2.2 九点差分

数字图像的九点差分格式 [12]采用如图 2的定义。

图 2 九点差分

Fig.2 Nine point difference
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( )u
x
= 2[u(x + 1,y) - u(x - 1,y)] + u(x + 1,y + 1) - u(x - 1,y + 1) + u(x + 1,y - 1) - u(x - 1,y - 1)

4
( )u

y
= 2[u(x,y + 1) - u(x,y - 1)] + u(x + 1,y + 1) - u(x + 1,y - 1) + u(x - 1,y + 1) - u(x - 1,y - 1)

4
( )u

xx
= 2[ux(x + 1,y) - ux(x - 1,y)] + ux(x + 1,y + 1) - ux(x - 1,y + 1) + ux(x + 1,y - 1) - ux(x - 1,y - 1)

4
( )u

yy
= 2[uy (x,y + 1) - uy (x,y - 1)] + uy (x + 1,y + 1) - uy (x + 1,y - 1) + uy (x - 1,y + 1) - uy (x - 1,y - 1)

4
( )u

xy
= 2[ux(x,y + 1) - ux(x,y - 1)] + ux(x + 1,y + 1) - ux(x + 1,y - 1) + ux(x - 1,y + 1) - ux(x - 1,y - 1)

4

. (5)

2.2.3 高阶差分

一幅图像 u(x,y) 的高阶差分格式 [13]定义如图 3。

图 3 高阶差分

Fig.3 Higher difference
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(u)x = u(x - 2,y) - 8u(x - 1,y) + 8u(x + 1,y) - u(x + 2,y)
12

(u)y = u(x,y - 2) - 8u(x,y - 1) + 8u(x,y + 1) - u(x,y + 2)
12

(u)xx = -u(x - 2,y) + 16u(x - 1,y) - 30u(x,y) + 16u(x + 1,y) - u(x + 2,y)
12

(u)yy = -u(x,y - 2) + 16u(x,y - 1) - 30u(x,y) + 16u(x,y + 1) - u(x,y + 2)
12

(u)xy = ux(x,y - 2) - 8ux(x,y - 1) + 8ux(x,y + 1) - ux(x,y + 2)
12

, (6)

3 不同差分格式的滤波模型在电子散斑干涉图中的应用
方向偏微分方程滤波模型因为考虑了条纹的方向，使扩散沿着条纹方向进行，因此在处理高密度或变

密度电子散斑干涉条纹图或相位图时具有一定的优势。二阶方向偏微分方程滤波模型是一个具有代表性

的方向滤波模型，对高密度或变密度 ESPI条纹图和相位图的处理具有独特的优势。下面以二阶方向偏微

分方程滤波模型为例，分析中心差分、九点差分和高阶差分格式对滤波结果的影响。其中 g( )∙ 函数的

k = 0.0001。
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图 4是一幅计算机模拟的变密度条纹图及相应的滤波结果，(a)是模拟噪声条纹图，(b1)是中心差分滤波

结果 , Δt = 0.1 ，n = 400 ，(b2)是对应的黑条纹骨架线。(c1)是九点差分滤波结果 , Δt = 0.5 ，n = 100 ，(c2)是
对应的黑条纹骨架线。(d1)是高阶差分的滤波结果 , Δt = 0.2 ，n = 700 ，(d2)是对应的黑条纹骨架线。(e1)
是高阶差分的滤波结果 , Δt = 0.35 ，n = 400 ，(e2)是对应的黑条纹骨架线。

图 4 不同差分格式的 ESPI条纹图滤波结果

Fig.4 Filtered images with different difference

显然，除高阶差分格式外，中心差分格式的滤波模型在稀疏条纹区域的滤波不是很充分，所提取的骨架

线略微带有毛刺，而九点差分格式的滤波模型滤波结果所提取骨架线极不理想，因此需用均值滤波对它们

的滤波结果做进一步处理，然后再提取骨架线。图 5是分别对图 4(b1)和图 4(c1)均值滤波 2次和 3次后的滤

波结果及其对应的黑条纹骨架线。

图 5 均值滤波再处理的滤波结果。(a1) 对图 4(b1)均值滤波 ; (a2) 图 4(a1)的骨架线 ; (b1) 对图 4(c1)均值滤波 ;

(b2) 图 4(b1)的骨架线

Fig.5 Filtered images with average filtering. (a1) Average filtering of Fig.4 (b1); (a-2) black skeleton of Fig.5 (a1);

(b1) average filtering of Fig.4 (c1); (b2) black skeleton of Fig.5 (b1)

图 6是一幅计算机模拟的高密度相位图的滤波结果，仍然以方向二阶偏微分方程模型为滤波模型。(a)
是模拟噪声相位图，(b)是中心差分的滤波结果，Δt = 0.02 ，n = 300 ，(c)是高阶差分的滤波结果，Δt = 0.2 ，

n = 150 ，(d1)是九点差分的滤波结果，Δt = 0.2 ，n = 150 ，(d2)是对(d1)均值滤波 2次的结果。

图 6 不同差分格式的 ESPI相位图滤波

Fig.6 Filtered images with different difference
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图 7是一幅实验获得的变密度条纹图及相应的滤波结果，(a)是实验条纹图，(b1)是中心差分滤波结果，

Δt = 0.5 ，n = 1000 ，(b2)是对应的黑条纹骨架线。(b3)是对(b1)均值滤波 5次的结果，(b4)是对应的黑条纹骨

架线。(c1)是九点差分的滤波结果，Δt = 0.35 ，n = 1000 ，(c2)是对应的黑条纹骨架线，(c3)是对(c1)均值滤

波 5次的结果，(c4)是(c3)对应的黑条纹骨架线，(d1)是高阶差分的滤波结果，Δt = 0.35 ，n = 3000 ，(d2)是对

应的黑条纹骨架线，(e1) 中心差分滤波结果，Δt = 0.5 ，n = 3000 ，(e2)是对应的黑条纹骨架线。

图 7 实验条纹图滤波结果

Fig.7 Filtered images of experiment image

由上述实验发现：

1) 对于密度变化较大的条纹图，高阶差分格式能够更好地平衡高密度区域和稀疏密度区域的滤波效

果，九点差分格式和中心差分格式在保证高密度条纹区域滤波效果的前提下，需要使用均值滤波做进一步

的处理来提高对稀疏条纹密度区域的滤波效果。

2) 九点差分格式虽然也能较好地保持条纹边缘，但不能完全去除噪声，因此也需要使用均值滤波做再

处理。

3) 在计算速度上，中心差分格式处理速度最快，高阶差分格式次之，九点差分格式则最慢。

在研究不同差分格式对滤波结果的影响的同时，对离散时间步长也做了分析。对于方向二阶偏微分方

程模型来说，中心差分格式的最大时间步长可以达到 0.51，九点差分格式为 0.51，而高阶差分格式则为

0.36。因此，高阶差分格式可以选择允许范围内的较大时间步长但不会模糊细密条纹区域的边缘，中心差分

则需要小的迭代步长。

由于时间步长和迭代次数共同决定滤波结果，因此，在处理稀疏密度或密度变化不太大的图像时，中心

差分和九点差分可以用大的时间步长和少的迭代次数完成，高阶差分因为允许的最大时间步长较小，所以

需要较多的迭代次数。
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4 结 论
对用于近似偏微分方程滤波模型中微分算符的差分格式进行了研究，以方向二阶偏微分方程滤波模型为

例，分析了中心差分、九点差分和高阶差分对滤波结果的影响，总结了各差分格式的特点。对于一般的变密度

ESPI条纹图或包裹相位图，通常可以采用简单方便的中心差分格式，而对于密度变化比较大的图像，可采用高

阶差分格式。同时给出了方向二阶偏微分方程滤波模型采用三种不同差分格式时的最大时间步长。
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