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视觉标定中圆心投影点精确定位

刘子腾 白瑞林 王秀平
江南大学轻工过程先进控制教育部重点实验室 , 江苏 无锡 214122

摘要 根据射影变换中的交比不变性原理以及几何约束条件提出一种能够独立从单个圆的投影图像中精确定位圆

心投影点的方法。任取圆上的割线，由调和共轭和交比不变的性质得到割线中点与无穷远点在图像中对应的投影点

之间的关系。根据几何约束建立包含割线中点参量的方程组求解割线中点，进而得到圆心投影点的位置。相比在图

像中直接将投影椭圆中心作为圆心投影点，该方法不存在投影误差。仿真实验结果表明该方法的精度与稳定性均优

于椭圆中心法。实际实验结果表明该方法提取的圆心位置与利用多个圆之间关系提取的圆心位置一致，最大位置误

差不超过 0.8 pixel。该方法能够独立定位单个投影圆的圆心，适用范围更加广泛。
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Accurate Location of Projected Circular Center in Visual Calibration

Liu Ziteng Bai Ruilin Wang Xiuping
Key Laboratory of Advanced Process Control for Light Industry, Jiangnan University, Wuxi, Jiangsu 214122, China

Abstract A method to accurately locate projected center point from single circle image is proposed based on cross-
ratio invariance principle and geometric constraint conditions in projective transformation. Take arbitrary circle
secants, the relationship between the secant midpoint and the point at infinity is clear according to the harmonic
conjugates and cross-ratio invariance. The equations which contain parameters of secant midpoints are established
for solving secant midpoints based on the geometric constraints. Then the position of projected circular center is
calculated. Compared with taking the center of projected ellipse as the center point directly, the proposed method
does not have projection error. Simulation experiment results show that the accuracy and stability of the method is
superior to the method of extracting ellipse′s center. The results of actual experiment show that the circular center
positions are consistent with the positions extracted from the relationship among multiple circles, and the maximum
position error does not exceed 0.8 pixel. The proposed method can locate the center of a single projected circle
independently, which is suitable for wider applications.
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1 引 言
圆形图案广泛应用于相机标定以及其他视觉系统的标定 [1, 2]，圆心通常是重要的特征点。与提取棋盘格

图案的角点相比，圆心提取具有稳定性高的特点，能够适用于干扰噪声大、图像模糊的场合。但是，很难从

投影图像中精确定位圆心投影位置，而特征点定位精度将直接影响最终的标定精度。靶标上的圆在相机成

像平面上的投影一般为椭圆，并将椭圆中心通常作为圆心的投影点 [3]。实际由于不对称投影，圆心投影点与

投影椭圆中心并不重合，上述方法存在投影误差 [4]。文献[5]从一对同心圆内的任一点出发，逐步迭代收敛至

圆心投影点。文献[6]根据对称性构造几何约束确定同心圆的圆心投影点。文献[7-8]将圆心投影点提取与

相机标定结合，反复迭代提高圆心投影点定位精度，但是计算量较大。文献[9-10]根据相邻圆点之间的关系
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确定连接圆心投影点的直线，取连线交点作为圆心投影点的位置，但是该方法需要至少三个不在同一直线

上的圆，而在某些自标定方法中 [11]，靶标图案只是单个圆形。

根据射影变换中的不变量关系以及几何约束条件提出一种能够独立从单个圆的投影图像中精确定位

圆心投影点的方法。该方法既可以定位多个圆的圆心，又可以定位单个圆的圆心，具有更好的适用性。

2 数学模型
2.1 圆在相机成像平面的投影模型

将圆形图案所在的平面作为世界坐标系的 X - Y 平面，令世界坐标系的 Z 轴垂直于该平面，将圆心作为

世界坐标系的原点。则圆在世界坐标系 X - Y 平面的方程为 x2 + y2 = r2 ，其中 r 为半径。写成矩阵 C 为
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设相机内参数矩阵为 m ，外参数矩阵为 M 。 m 与 M 的乘积称为单应性矩阵，记为 H 。根据射影几何

理论，圆在相机成像平面 (u,v) 的投影椭圆方程的矩阵表示为 E [12]：
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2.2 射影几何有关知识

2.2.1 射影不变量

世界坐标系平面中共线的 4个点 p1,p2 ,p3,p4 形成的交比 (p1,p2 ; p3,p4) 是射影变换的不变量，即这 4点的投

影点 p′
1,p′

2 ,p′
3,p′

4 形成的交比 (p′
1,p′

2 ,p′
3,p′

4) 等于 (p1,p2 ; p3,p4) 。另外，直线的投影依旧是直线。特别是，圆的切线

在成像平面的投影依然与投影椭圆相切 [6]。

2.2.2 调和共轭

当 (p1,p2 ; p3,p4) = -1 时，称 p1,p2 与 p3,p4 成调和共轭。若 p3 为 p1,p2 的中点，p4 为 p1,p2 所在直线方向上

的无穷远点，则 p1,p2 ,p3,p4 成调和共轭。可以将 p3,p4 分别表示为

ì
í
î

p3 = p1 + λ1 p2
p4 = p1 + λ2 p2

, (3)

根据交比的计算公式 (p1,p2 ; p3,p4) = λ1 /λ2 。因此，若 p1,p2 ,p3,p4 成调和共轭，则有 λ1 = -λ2 。

2.2.3 无穷远直线投影方程

世界坐标系内圆所在平面的无穷远直线方程为 l∞ = [0,0,1]T ，其在成像平面上的投影直线方程为
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。圆心 O 在成像平面的投影点为 O′ = HO 。根据(2)式，投影椭圆方程 E 与圆心投影点 O'

的乘积为
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EO′与 l
′
∞ 在相差一个比例因子的前提下相等，所以无穷远直线的投影方程可以由投影椭圆方程与圆心

投影点的乘积计算得到。

3 圆心投影点定位算法
3.1 投影椭圆方程拟合

对相机拍摄的灰度图像，首先用大津法得到二值分割阈值，将图像二值化。由于靶标图案通常是白底

黑圆，为了方便起见，将二值图像倒转，属于投影椭圆区域内的像素标记为 1。提取连通域后执行 Moore边

界跟踪算法 [13]，得到图像中投影椭圆的边界点集合。
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根 据 提 取 的 边 界 点 集 合 ，采 用 文 献 [14]中 的 方 法 拟 合 椭 圆 方 程 ，得 到 一 般 形 式 的 椭 圆 方 程

ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 。写成矩阵形式 E 为
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3.2 几何约束关系

在图像中取投影椭圆边界上 3个点 A、B、C如图 1所示，它们之间的连线是靶标平面上的圆的弦在成像

平面的投影。设M1、M2、M3分别是对应弦的中点在成像平面的投影点。作投影椭圆在 A、B、C三点的切线，

它们的交点分别为 T1、T2、T3。根据对称性，圆切线的交点与对应弦的中点的连线通过圆心。投影过程不改

变这一性质。因此，切线交点 T1、T2、T3与对应中点投影M1、M2、M3的连线必然交于一点，该点就是圆心在成

像平面的投影点。为了使以 T1、T2、T3为顶点的三角形能够成为投影椭圆的外切三角形，可以在椭圆的边界

上等间隔地选取 A、B、C三点。

图 1 几何约束关系

Fig.1 Geometric constraint relation

因为直线的投影依然是直线，所以圆所在平面的无穷远直线在成像平面的投影是一条有限直线。所有

无穷远点都在无穷远直线上，因此，这三条弦所在直线方向上的无穷远点在成像平面的投影点共线，且在无

穷远直线的投影直线上。

3.3 计算圆心投影点

设 A、B、C在图像中的齐次坐标分别为 (x1,y1, 1),(x2 ,y2 , 1),(x3,y3, 1) ，令M1、M2、M3的齐次坐标为

ì
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î

ïï

ïï

M1:A + aB = (x1 + ax2 ,y1 + ay2 , 1 + a)
M 2:B + bC = (x2 + bx3,y2 + by3, 1 + b)
M 3:C + cA = (x3 + cx1,y3 + cy1, 1 + c)

, (6)

式中 a,b,c 为未知参量。根据 2.2.2节可知，各割线方向的无穷远点在成像平面的投影点坐标为

ì

í

î

ïï

ïï

p
1
∞:A - aB = (x1 - ax2 ,y1 - ay2 , 1 - a)
p

2
∞:B - bC = (x2 - bx3,y2 - by3, 1 - b)
p

3
∞:C - cA = (x3 - cx1,y3 - cy1, 1 - c)

. (7)

在射影平面中两点连线方程的系数向量为这两点的齐次坐标向量的叉积，两条直线交点的齐次坐标为

直线方程系数向量的叉积。投影椭圆切线交点的齐次坐标 T1,T2 ,T3 均为已知量，它们与各对应割线中点连

线方程的系数向量为

ì

í

î

ï

ï

l1 = T1 ×M1
l2 = T2 ×M 2
l3 = T3 ×M 3

, (8)

由几何约束条件，l1, l2 , l3 三线共点，则：

l
T
2∙[l1 × l3] = 0 , (9)

又因为各无穷远点的投影点共线，则：

p
2
∞∙[p1

∞ × p
3
∞] = 0 , (10)

l1, l2 的交点即为圆心投影点 O′，O′ = l1 × l2 。由(4)式可知，无穷远直线投影方程为

3
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l
′
∞ = EO′ =E∙[l1 × l2] , (11)

因为 p3
∞ 在 l′∞ 上，可得：

l
′
∞∙p3

∞ = 0 . (12)

将(9)，(10)，(12)式联立得到包含 a,b,c 三个未知数的非线性方程组，用 Levenberg-Marquardt优化算法

求解此非线性方程组得到 a,b,c 的值。将 a,b,c 带入 l1, l2 , l3 的表达式即得到通过圆心投影点的直线方程。为

了提高结果的精度以及稳定性，在椭圆边界上取多组不同的点计算得到多条通过圆心投影点的直线，用

Hough变换法求交点作为圆心投影点。

综上，算法的步骤为

1) 在投影椭圆的边界上选取三点，计算椭圆切线以及切线交点；

2) 求包含未知参量的弦中点投影点的表达式；

3) 根据 3.2节的几何约束条件构造方程组；

4) 解方程组得到各参量的值，从而得到通过圆心投影点的直线方程；

5) 取多组不同的边界点重复以上步骤得到多条通过圆心投影点的直线，用Hough变换法确定交点。

4 实验验证
4.1 仿真实验

计算机生成的投影椭圆仿真图像如图 2所示，大小为 640 pixel×480 pixel。平面圆半径设为 30 mm。相

机内参数矩阵设置为

m = é

ë
êê

ù

û
úú

3000 0 3200 3000 2400 0 1
. (13)

相机与圆的位置关系为：相机先绕世界坐标系的 X轴旋转 45°，再绕 Z轴旋转 60°，最后沿 X，Y，Z轴分别

平移 20，20，600 mm。加入均值为 0，标准差为 0.5的高斯白噪声，用 5×5的模板模糊仿真图像。

各切线交点与对应割弦中点的连线如图 3所示，用 Hough变换法确定交点作为圆心投影点。将结果与

提取的投影椭圆中心点和实际圆心投影点比较，如表 1所示。

表 1 圆心投影点比较

Table 1 Comparison of projected center points

Ground truth

Ellipse center

Proposed method

X coordinate /pixel

420

423.37

421

Y coordinate /pixel

340

338.24

339.58

Error /pixel

/

3.80

1.08

从表 1中可以看到，利用本文算法提取的圆心投影点的误差为 1.08 pixel，比直接提取椭圆中心误差减

少 2.72 pixel。误差产生的主要原因为求解非线性约束方程组得到的最优解与实际值之间存在一定的误差

以及根据Hough变换法确定多条直线的交点也会存在一定的误差。

图 2 投影椭圆

Fig.2 Projected ellipse

图 3 切线交点与割弦中点的连线

Fig.3 Lines connecting tangent intersection points and

midpoints of cut string

4
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保持其他参数不变，改变仿真参数中圆的半径，计算不同半径情况下计算值与真实值的绝对误差以及

椭圆中心与真实值的绝对误差，如图 4所示。从图 4中可以看到，随着半径的增加椭圆中心法的定位误差呈

不断增大的趋势，而本文方法的误差变化较为稳定，且精度优于椭圆中心法。

圆半径固定为 20 mm，改变仿真参数中相机绕 X轴偏转的角度，计算不同角度情况下计算值与真实值

的绝对误差以及椭圆中心与真实值的误差，如图 5所示。从图 5中可以看到，随着投影角度的增大，椭圆中

心法的误差呈先增大后减小的趋势，在 45°左右误差最大。而本文方法的误差变化相对稳定，变化范围在

0.6 pixel以内，且定位精度优于椭圆中心法。

4.2 实际实验

为了考察本文方法对实际采集图像中的圆心投影点的定位精度，用分辨率为 640 pixel×480 pixel的
Imaging Source CMOS工业相机拍摄包含有 4个标准圆的平面靶标，如图 6所示。

在有多个圆点的条件下，将本文方法提取的圆心位置与文献 [9,10]中计算圆心连线求交点的方法提取

的圆心位置作比较。对多个圆点的处理策略是把每个圆点分开单独处理，彼此不受影响。

图 6 多圆点图像

Fig.6 Image of multi dots

根据本文方法提取的各圆心位置与根据文献 [9-10]中的连线交点法提取的各圆心位置作比较，如表 2
所示。从表 2中可以看到，本文方法计算的结果与文献 [9-10]方法计算的结果基本一致，最大距离误差在

0.8 pixel以内。说明本文方法的精度与需要多个圆形的圆心连线交点法的精度基本一致，但是本文方法能

够独立定位单个圆的圆心，适用性更广。

表 2 多个圆点圆心坐标提取

Table 2 Coordinates extraction of multi circular centers

Number
1
2
3
4

Proposed method /pixel
（225,67.93）
（379,338.64）
（195,273.48）
（412,130.87）

Ref.[9-10] method /pixel
（225.13,68.11）
（378.28,338.93）
（195.60,273.07）
（412.42,131.18）

Error /pixel
0.22
0.78
0.73
0.52

5 结 论
提出了一种从图像中精确提取圆心投影点的方法。根据射影几何中的不变量关系以及几何约束，计算

图 4 误差与半径的关系

Fig.4 Relationship between error and radius

图 5 误差与角度的关系

Fig.5 Relationship between error and angle
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圆形图案割线中点在图像中的投影点位置，进而得到圆心投影点位置。与传统的以投影椭圆中心或者质心

作为圆心投影点的方法相比，该方法不存在投影误差，精度较高。与利用多个圆形图案求中心连线交点的

方法相比，该方法能够单独处理单个圆，可以应用于多种标定方法，适用性更广。该算法主要的时间消耗在

于求解非线性约束方程组，未来可以进一步研究加快求解速度的相关算法。
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