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利用点云误差椭球评价点云精度
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摘要 将误差椭球引入到点云精度分析中，重点分析了误差椭球与点位协方差的关系。通过分析不同缩放因子对应

的误差椭球中的点位概率，得到用于描述点位误差椭球的缩放因子。分析了相邻误差椭球与扫描间隔之间的关系，

确定了相邻误差椭球存在交集的条件。在误差椭球之间存在交集的情况下，计算了真实的点云误差椭球大小，根据

点云误差椭球得到平均点位误差椭球，利用误差椭球与点位中误差的关系便可实现平均点位中误差的计算，从而实

现了利用误差椭球来评价点云精度。
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Abstract The error ellipsoid is introduced into the evaluation of point cloud precision analysis. The relationship
between error ellipsoid and point covariance is studied emphatically. The scale factor used to describe point error
ellipsoid is acquired according to the point probability of error ellipsoid corresponding to the different scale factors.
The overlap of adjacent error ellipsoid is determined according to the relationship between the adjacent error ellipsoid
and the scanning interval. The point cloud error ellipsoid is calculated in the case of intersection between the error
ellipsoid. The average point error ellipsoid is acquired according to the point cloud error ellipsoid. The average point
mean square error is calculated by using the relationship between error ellipsoid and point mean square error. The
evaluation of point cloud precision is realized according to the error ellipsoid.
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1 引 言
目前对于点云精度没有太多的研究，文献[1]通过实例验证了点云精度与扫描距离成反比，即距离越远，

点云精度越差。Aguilar等 [2]提出了非参数估计理论，该估计理论无需对残差的分布状况进行强假设，利用该

估计理论对点云构建的数字高程模型(DEM)误差进行了估计，从而实现点云精度评定。Acka等 [3]利用三维

表面匹配来评定建筑模型的点云质量。三维表面匹配可以估计建筑点云与验证点云之间的欧氏距离，而该

欧式距离与点云数据获取方法无关，通过该距离可以确定三维模型的质量。该方法同时解决了参考系统精

度、点位精度及数据完整性问题，可以作为建筑物点云数据质量的评定方法。但该方法受地面上点云影响

较大。文献[4]通过激光雷达扫描的数据与地面参照点的对比分析，研究表面材质及入射角对点云精度的影
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响程度。文献[5]将激光扫描数据与参照数据进行了对比分析，确定了误差呈现典型的不对称分布并研究了

该现象对点云精度的影响，分析了滤波精度是影响点云精度的主要因素。文献 [6]分析了影响 DEM 质量的

因素为点云数据质量和点云滤波质量，系统误差是影响点云数据质量的最主要因素，地面点和非地面点的

混淆是影响点云滤波的最主要因素。通过分析这两种因素，对点云质量进行了评定。文献[7]对条带上重复

扫描的点云进行了质量评定，利用激光扫描的数据与参照点进行对比分析，确定每个条带上不同扫描次数

的点云质量。文献[8]对三维激光扫描仪的测量误差进行了研究，并将扫描误差分为仪器安置误差、角度分

辨率引起的随机误差和混合像素、多路径、入射角等引起的非随机误差，利用这些误差研究了点云精度。文

献[9]中提到的精度评价方法是利用物理测量实际值与三维数据构建的模型进行对比分析，在给定精度要求

的情况下，采用统计分析的方法确定其随机误差的置信区间。但该方法对物理设备要求过高并且。

以上方法都是对点云中点位的内符合精度的评定，而没有真正实现对点云精度的评定，即没有考虑整

个点云的精度，而点云精度的评定不能简单地套用点位精度评价指标，需要考虑相邻点位误差之间的相互

影响，而点位误差之间的相互影响，需要延伸到点位误差空间，而点位误差空间一般用误差椭球来表示，针

对此，将点位误差椭球引入进来，在考虑相邻点位误差椭球相互影响的情况下，计算平均点位误差椭球，从

而消除了相邻点位误差椭球重合度的影响。再由误差椭球与点位中误差的关系确定了点云精度，即实现了

利用误差椭球对点云精度的评价。

2 三维激光扫描点位不确定性
2.1 点位误差模型

三维激光扫描点位 X 、Y 、Z 理论情况下服从正态分布，而测距、测角与点位的关系为

ì
í
î

ï

ï

X = ρ sin θ cos φ
Y = ρ sin θ sin φ
Z = ρ cos θ

, (1)

式中 ρ 为扫描距离，θ 为天顶角，φ 为方位角。

根据误差传递规律对(1)式求全微分，则可得到传播系数矩阵

K =
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

sin θ cos φ ρ cos θ cos φ -ρ sin θ sin φ
sin θ sin φ ρ cos θ sin φ ρ sin θ cos φ

cos θ -ρ sin θ 0
, (2)

式中 K 为传播系数矩阵。

由于测距、天顶角及方位角互不相关，则测距、测角协方差矩阵为
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, (3)

式中 ∂ ρ 为测距标准差，∂θ 、∂φ 为测角标准差。

根据误差传递规律，可以得到激光点位坐标 ( )X,Y,Z 的协方差矩阵为

DX,Y,Z = KD ρ,θ,φK
T =
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σ2
X σXY σXZ

σXY σ2
Y σYZ

σXZ σYZ σ2
Z

, (4)

式中 σX 为 X方向的标准差，其他同理。

2.2 点位误差椭球

在服从正态分布情况下，二维随机点不确定性表现为误差椭圆 [10]，而三维激光点位则演变为误差椭球，

(4)式即为激光点位不确定性矩阵。激光点位的概率密度函数为

f (x,y, z) = 1
(2π)3/2 ||DX,Y,Z

expæ
è

ö
ø

- 1
2 R

T
D

-1
X,Y,ZR , (5)

式中 R 为真误差矩阵。

该点的点位误差分布为
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式中 [ ]x y z 为三维坐标增量。

(6)式即为激光点位误差椭球形式，根据正交矩阵理论，将(6)式化为标准椭球形式

u2

λ2
1
+ v2

λ2
2
+ w2

λ2
3
= k2 , (7)

式中 λ2
1 、λ2

2 、λ2
3 为 DX,Y,Z 的三个特征值，k 为误差椭球缩放系数，由给定的概率确定。

(7)式即为误差椭球方程，其椭圆半轴长度分别为 a = kλ1 ，b = kλ2 ，c = kλ3 ，根据标准化后的误差椭球，

可得到标准化后的激光点位概率密度函数
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根据(8)式可得到激光点落入误差椭球 G′内的概率为

P = ∫∫
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利用球坐标积分形式将(9)式化为

P = 1
π3/2 ∫02πdθ ∫0πdφ ∫0 k

2 exp( )-r2 ∙r2 sin φdr = - 2k
2π expæ

è
ç

ö
ø
÷- k2

2 + 2
π ∫0 k

2 exp( )-r2 dr . (10)

(10)式即为激光点位落入误差椭球内的概率，k 为误差椭球的缩放因子，不同的 k 值对应不同的误差椭

球。利用(10)式误差椭球可实现激光点位的不确定性分析。

2.3 点位落在误差椭球内的概率

为了分析不同误差椭球的大小对激光点位概率的影响，选取不同的 k 值进行概率模拟验证，验证结果

如图 1所示。

图 1 不同缩放因子 k的点位概率

Fig.1 Point probability of different scaling factor k

由图 1点位概率可知，不同缩放因子 k 对应不同的点位概率，当 k = 3 时，激光点位落入误差椭球内的概

率达到了 97.07% ，因此 k = 3 的误差椭球内基本上包含了所有的误差信息，因此可将 k = 3 对应的误差椭球

作为极限误差椭球。

3 三维激光扫描点云精度分析
3.1 点云误差椭球

假设扫描的点云有 m 列，n 行。扫描间隔为 d ，假设误差椭球的长半轴为 a ，短半轴为 b 、c ；即 x 轴方

向误差椭球半轴长度为 a ，y 轴方向误差椭球半轴长度为 b ，z 轴方向误差椭球半轴长度为 c 。

假设 b ≥ c ，则对于椭球相交情况存在以下几种情况：

1) d > 2b
误差椭球在 y 轴方向的长度为 b ，在 x 轴方向的长度为 a ，由于 b ≥ c ，d > 2b ，则误差椭球在 y 、z 轴方

向上不存在交集，则所有误差椭球体积即总体积，由于扫描的平面目标点云为 m 列，n 行，则总的误差椭球

3
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体积为 4
3mnπab2 。

2) 2c < d < 2b
误差椭球在 y 轴方向存在交集，而在 z 轴方向不存在交集，则对于 y 轴方向存在的椭球交集区域数为

(m - 1)n ，可得到点云误差椭球体积为

Vellips = 4
3 nmπabc - VY = 4

3 nmπabc - n( )m - 1 æ
è
ç

ö
ø
÷

4πabc
3 + πacd3

12b2 - πacd . (11)

3) 2bc
b2 + c2

< d < 2c
误差椭球在 y 、z 轴方向存在交集，且斜对面误差椭球不存在交集，由于点云数是 m 列，n 行，则对于 y

轴方向存在的椭球交集区域数为 (m - 1)n ，可得到 y 轴方向椭球交集的总体积为

VY = n( )m - 1 æ
è
ç

ö
ø
÷

4πabc
3 + πacd3

12b2 - πacd , (12)

在 z 轴方向上存在的椭球交集区域数为 (n - 1)m ，可得到 z 轴方向椭球交集的总体积为

VZ = 2æ
è

ö
ø

4
3 πabc - V1 = m ( )n - 1 æ

è
ç

ö
ø
÷

4πabc
3 + πabd3

12c2 - πabd . (13)

根据式(12)式和(13)式椭球交集体积，可得到点云误差椭球体积为

Vellips = 4
3 nmπabc - VY - VZ = 4

3 nmπabc - n( )m - 1 æ
è
ç

ö
ø
÷

4πabc
3 + πacd3

12b2 - πacd - m ( )n - 1 æ
è
ç

ö
ø
÷

4πabc
3 + πabd3

12c2 - πabd .

(14)
3.2 平均点位中误差

假设不考虑相邻误差椭球相交的影响，平均误差椭球大小为 v̄ellipse ，激光点位在不同方向上误差如(4)式

所示的 σX , σY , σZ 。考虑相邻误差椭球相交的影响，由 3.1节计算了实际点云误差椭球大小为 Vellipse ，平均

误差椭球为 V̄ellipse ，假设此时激光点位在不同方向中误差为 σ′
X , σ′

Y , σ′
Z ，则在缩放因子 k=3的情况下得到误

差椭球与点位不同方向中误差的关系为

ì

í

î

ï

ï

v̄ellipse = 4
3 π( )3σX ( )3σY ( )3σZ

V̄ellipse = 4
3 π( )3σ′

X ( )3σ′
Y ( )3σ′

Z

. (15)

由(15)式可得到考虑相邻误差椭球相交情况下的不同方向中误差为

σ′
X = æ

è
çç

ö

ø
÷÷

V̄ellipse
v̄ellipse

1 3

σX , σ′
Y = æ

è
çç

ö

ø
÷÷

V̄ellipse
v̄ellipse

1 3

σY , σ′
Z = æ

è
çç

ö

ø
÷÷

V̄ellipse
v̄ellipse

1 3

σZ , (16)

由(16)式便可得到点位误差为

σP = σ′2
X + σ′2

Y + σ′2
Z . (17)

4 实验与分析
4.1 点云误差椭球

为了分析扫描间隔对平均误差椭球的影响及平均误差椭球在三激光扫描点云精度评价中的应用，利用三

维激光扫描仪 RIEGL—VZ400采集点云数据，扫描间隔分别设置为 2和 5 mm。由于扫描的是同一个目标，因

此，不同扫描间隔对应的点位标准差基本相同，由(4)式便可得到激光点位不同方向的标准差，如表 1所示。

表 1 激光点位不同方向标准差

Table 1 Standard deviation of different directions of laser point

σX

σY

σZ

1.996

0.450

0.104

1.997

0.449

0.102

1.997

0.450

0.100

……

……

……

1.996

0.453

0.093

根据点位协方差，由(7)式得到每个误差椭球的大小，结果如图 2所示。
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图 2 不同扫描间隔对应的误差椭球。(a) 扫描间隔 2 mm; (b) 扫描间隔 5 mm

Fig.2 Error ellipsoid of different scan intervals. (a) Scan interval is 2 mm; (b) scan interval is 5 mm

由图 2可知，在扫描间隔为 2 mm 时，相邻误差椭球之间存在交集，而扫描间隔为 5 mm 时，相邻误差椭

球之间不存在交集，根据 3.1节点云误差椭球计算公式，得到不同扫描间隔下的点云误差椭球，如图 3所示。

图 3 不同扫描间隔对应的点云误差椭球。(a) 扫描间隔 2 mm; (b) 扫描间隔 5 mm

Fig.3 Point cloud error ellipsoid of different scan intervals. (a) Scan interval is 2 mm; (b) scan interval is 5 mm

扫描间隔为 2 mm 的情况下，相邻误差椭球之间存在交集，因此由图 3(a)可知，考虑相交小于未考虑相

交的点云误差椭球大小；而扫描间隔为 5 mm的情况下，相邻误差椭球之间不存在交集，因此由图 3(b)可知，

考虑相交与未考虑相交的点云误差椭球大小相等。

4.2 点位中误差

由图 3点云误差椭球及表 1不同方向标准差，利用(16)式可得到激光点位不同方向标准差，如表 2所示。

依据表 2，由(17)式得到不同扫描间隔下的平均点位标准差，如图 4所示。

表 2 激光点位不同方向标准差

Table 2 Standard deviation of different directions of laser point

σX

σY

σZ

Scan interval is 5 mm
1.996
0.450
0.104

1.997
0.449
0.102

……

……

……

1.996
0.453
0.093

Scan interval is 2 mm
1.897
0.428
0.099

1.898
0.427
0.097

……

……

……

1.897
0.431
0.088

图 4 不同扫描间隔下的平均点位标准差。(a) 未考虑相交 ; (b) 考虑相交

Fig.4 Average point standard deviation of different scan intervals. (a) Without considering the overlaps;

(b) considering the overlaps

由图 4(a)可知，在不考虑相邻椭球相交情况下，5 mm与 2 mm扫描间隔的平均点位标准差相同，激光点

位标准差不受扫描间隔的影响；在考虑相邻椭球相交的情况下，扫描间隔为 2 mm的平均点位标准差比扫描

5
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间隔为 5 mm 的平均点位标准差要小，即扫描间隔为 2 mm 的点云精度要优于扫描间隔为 5 mm 的情况，扫

描间隔对整个点云精度有所影响。即随着扫描间隔的减小，其相邻误差椭球之间的重复误差空间在增加，

从而影响点云误差椭球大小及平均点位误差大小，最终影响点云精度，即当扫描距离相同，扫描间隔越小，

重复的误差空间越大，最终计算的平均点位误差椭球越小，从而点云精度越高。

5 结 论
将误差椭球引入到三维激光扫描点云精度评定中，通过分析误差椭球与点位中误差的关系得出了有益

的结论。

1) 在激光点位误差服从正态分布的情况下，推导了点位误差模型，并给出了点位误差椭球与点位协方差

的关系，分析了不同 k值对应的误差椭球大小及点位概率，并确定了最佳误差空间的误差缩放因子 k的大小。

2) 在相邻误差椭球存在交集的情况下，根据相邻误差椭球公式，推导了相邻误差椭球交集体积，从而得

到了相邻误差椭球体积。

3) 分析了扫描间隔与相邻误差椭球之间的关系，确定相邻误差椭球相交的条件，分析了扫描间隔对点

云误差椭球的影响。根据相邻误差椭球计算公式得到点云的实际误差椭球大小，利用误差椭球与点位中误

差的关系实现了点云精度的评价，该评价指标真实地反映了点云精度的好坏，为不同设备获取的点云进行

精度对比分析提供了有力的计算模型，同时可以实时地监测到扫描点云任意地方的精度状况，为用户采取

合适的扫描方式提供了理论基础。
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