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扩散过程中混沌场的演化

卢道明
武夷学院机电工程学院 , 福建 武夷山 354300

摘要 利用热纠缠态表象求解密度矩阵主方程的方法和有序算符内的积分技术，对扩散过程的密度矩阵主方程进行

了求解，给出了主方程密度算符无限和表示的解的形式，导出了扩散过程混沌场密度算符的演化规律，并研究了平均

光子数和光子数涨落的演化。研究结果表明：随着扩散过程的进行，混沌场密度算符的形式不变，仍然保持混沌场的

性质，但其平均光子数随着扩散过程的进行线性增加，光子数涨落随扩散时间以二次函数形式扩大。
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Time Evolution of Chaotic Field in Diffusion Process
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Abstract Master equations of density operators in the diffusion process can be concisely solved by the technique
of integration within an ordered product of operators and virtue of thermo-entangled state representation. The
evolution formula of the field density operator which is chaotic field initially is got. The results show that the chaotic
field maintains its original properties, but its average number of photons increases linearly in the diffusion process.
The photon number fluctuation increases in the form of a quadratic function with diffusion time.
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1 引 言
开放量子系统是人们长期关注的课题之一。其原因在于开放系统是普遍存在的，几乎没有一个量子系

统是完全独立于外界环境的。另一原因是在量子信息处理领域中开放系统的退相干是实现量子信息处理

的主要障碍之一。当一个量子系统与周围环境发生相互作用时，系统不可避免地失去原有的量子特性，造

成退相干。目前，关于开放系统中量子系统的退相干问题研究已有不少的研究报道 [1-11]。例如，陈锋等 [1]导

出了振幅衰减通道中负二项式光场的演化规律。Wang等 [2]讨论了热真空态在振幅衰减模型中的演化。张

浩亮等 [3]研究了由光子增减叠加操作作用于相干态而得量子态的非经典性质及其热环境中的退相干问题。

另一方面，为了处理开放系统的动力学问题，需要求解密度矩阵主方程。至今，已有多种求解方法，既有精

确求解的，也有近似求解的。传统的求解方法是将主方程转化为 Fokker-Plank方程或 Langevin方程求解，

但这些方法不容易应用于任意初始量子态的情况。Fan等 [12]提出了利用热纠缠态表象求解密度矩阵主方程

的方法，成功地给出密度算符无限和表示，即 Kraus算符。人们利用该方法对开放系统的退相干问题已开展

了一些研究[13-16]。例如，叶骞等[13]求解了 Caldeira-Leggett方程，得出了解的积分形式的显式表达式。Xu等[14]

研究了热环境中压缩热态光子数分布的演化。Hu等 [15]导出了激光过程中 Wigner函数的时间演化公式。关

于混沌场的量子特性研究，Fan等 [17]讨论了压缩混沌场的光子数分布。但是，混沌场在扩散过程中的演化规

律如何，至今未见报道。因此，自然产生这样一个有趣的问题：能否应用热纠缠态表象求解扩散过程密度矩

阵主方程，得出混沌场在扩散过程中的演化规律。针对这一问题，本文第二部分介绍热纠缠态表象中扩散

方程的解，第三部分给出混沌场扩散过程中密度算符的演化规律，最后总结研究结果。
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2 扩散过程中密度算符的演化
在扩散过程中，描述密度算符演化的主方程为 [18]

dρ
dt = -κ(a+aρ - a+ ρa - aρa+ + ρaa+), (1)

式中 κ 为衰减率，a+
i（ ai）是玻色产生（湮没）算符。为了解（1）式，利用 Fan等 [18]提出的用热纠缠态表象解密

度算符主方程的方法，引入热纠缠态表象

η = exp(- 1
2 ||η 2 + ηa+ - η* a͂+ + a+ a͂+) 00͂ , (2)

式中 0͂ 表示虚模真空态，a͂+ (a͂) 是虚模的产生（湮没）算符，它们满足与实模相同的对易关系 [a͂, a͂+] = 1 。当

η = 0 时，由（2）式得到

η = 0 = exp(a+ a͂+) 00͂ = I , (3)

态 I 具有以下性质

ì
í
î

ï

ï

a I = a͂+ I , a+ I = a͂ I ,
(a+a)n I = (a͂+ a͂)n I , (aa+)n I = (a͂a͂+)n I , (4)

由（4）式可见：a+ (a) 和 a͂+ (a͂) 作用在态 I 上可以互换，其互换关系为

a↔ a͂+, a+ ↔ a͂, a+a↔ a͂+ a͂, aa+ ↔ a͂a͂+, (5)
将（1）式两边作用在 I 上，并记 ρ = ρ I ，那么，密度算符的主方程转化为

d
dt ρ = -κ(a+aρ - a+ ρa - aρa+ + ρaa+) I = -κ(a+a - a+ a͂+ - aa͂ + a͂a͂+) ρ = -κ(a+ - a͂)(a - a͂+) ρ , (6)

（6）式的解为

ρ = exp[-κt(a+ - a͂)(a - a͂+)] ρ0 , (7)

式中 ρ0 为系统的初始密度算符，ρ0 = ρ0 I 。由（7）式可见，因采用热纠缠态表象，将虚模和实模作用在 I

后具有（5）式的互换关系的优点，使得密度算符演化的主方程的形式解很容易得到，从 ρ0 态求出 ρ 态。

利用（2）式可得

η (a+ - a͂) = η* η , η (a - a͂+) = η η , (8)

将 η 左乘（7）式的两边，并利用（8）式的结果，得到

η|ρ = η exp[-κt(a+ - a͂)(a - a͂+)] ρ0 = exp( - κt ||η 2) η|ρ0 , (9)

利用 η 的完备性 ∫ d2η
π η η = 1和有序算符内的积分技术，发现

ρ = ∫ d2η
π η η|ρ = ∫ d2η

π exp( - κt ||η 2) η η|ρ0 = 1
1 + κt

exp( κt
1 + κt

a+ a͂+): exp[ κt
1 + κt

( - a͂+ a͂ - a+a)]: exp( κt
1 + κt

aa͂) ρ0 ,
(10)

式中“：：”表示算符的正规排序。利用 exp[x(a+a + a͂+ a͂)] = : exp[(ex - 1)(a+a + a͂+ a͂)]:，将（10）式改写为

ρ = 1
1 + κt

exp( κt
1 + κt

a+ a͂+)( 1
1 + κt

)a͂+
a͂ + a+a exp( κt

1 + κt
aa͂) ρ0 , (11)

将（11）式中指数项展开，并利用虚模算符与 ρ0 对易，能导出

exp( κt
1 + κt

aa͂) ρ0 =∑
n = 0

∞ 1
n ! (

κt
1 + κt

a)n a͂n ρ0 I =∑
n = 0

∞ 1
n ! (

κt
1 + κt

a)n ρ0a
+n I , (12)

ρ = ∑
m,n = 0

∞ 1
m !n !

(κt)m + n

(1 + κt)m + n + 1 a
+m ( 1

1 + κt
)a+aan ρ0a

+n ( 1
1 + κt

)a+aam I . (13)

因此

ρ(t) = ∑
m,n = 0

∞ 1
m !n !

(κt)m + n

(1 + κt)m + n + 1 a
+m ( 1

1 + κt
)a+aan ρ0a

+n ( 1
1 + κt

)a+aam = ∑
m,n = 0

∞
Mm,n ρ0M

+
m,n , (14)

（14）式给出了密度算符无限和表示形式，能从初态的密度算符求出任意时刻的密度算符。式中
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Mm,n = (κt)m + n

m !n !(1 + κt)m + n + 1 a
+m ( 1

1 + κt
)a+aan 为 Kraus算符，它满足

∑
m,n

∞
Mm,nM

+
m,n = 1. (15)

3 扩散过程中混沌光场密度算符的演化
对于混沌场，其初始密度算符为

ρ0 = [1 - exp(-λ)]exp(-λa+a), (16)

它所对应的哈密顿算符 H = ℏωa+a ，密度矩阵为 exp(-βH ), β = 1
kBT0

, kB 是玻尔兹曼常数，λ = ℏω
kBT0

。平均光子

数 n̄ = [exp(λ)- 1]-1, exp(λ)= 1 + 1
n̄
。将（16）式 代 入（14）式 ，并 利 用 公 式 exp(λa+a)a exp(-λa+a) = a exp(-λ) 和

exp(λa+a)a+ exp(-λa+a) = a+ exp(λ), 得出

ρ(t) = ∑
m,n = 0

∞ 1
m !n !

(κt)m + n

(1 + κt)m + n + 1 a
+m ( 1

1 + κt
)a+aan exp(-λa+a)[1 - exp(-λ)]a+n ( 1

1 + κt
)a+aam =

∑
m,n = 0

∞ 1 - exp(-λ)
m !n !

(κt)m + n

(1 + κt)m + n + 1 a
+m ( 1

1 + κt
)a+a exp( - 1

2 λa
+a)an exp( - λn)a+n exp( - 1

2 λa
+a)( 1

1 + κt
)a+aam ,

(17)

利用相干态的完备性 ∫ d2 z
π z z = 1和 exp(xa+a) z = expé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú- || z 2

2 + ||exp(x)z 2

2 exp(x)z ，（17）式中对 n 的求和为

∑
n = 0

∞ 1
n !

(κt)n
(1 + κt)n (

1
1 + κt

)a+a exp(- 1
2 λa

+a)an exp(-λn)a+n exp(- 1
2 λa

+a)( 1
1 + κt

)a+a =

∑
n = 0

∞ 1
n !

(κt)n
(1 + κt)n exp( - λn)exp[a+a(ln 1

1 + κt
- 1

2 )]∫ d2 z
π || z 2n

z z exp[a+a(ln 1
1 + κt

- 1
2 )] =

1 + κt
1 + κt[1 - exp(-λ)] :

exp{[exp(-u)- 1]a+a}:,

(18)

exp(-u)= exp(-λ)
(1 + κt){1 + κt[1 - exp(-λ)]} , (19)

将（18）式代人（17）式，导出

ρ(t) = 1 - exp(-λ)
1 + κt[1 - exp(-λ)] :∑m = 0

∞ 1
m ! (

κt
1 + κt

)ma+m exp{[exp(-u) - 1]a+a}am : = [1 - exp(-w)]exp( - wa+a), (20)

exp(-w) = κt
1 + κt

+ exp(-λ)
(1 + κt){1 + κt[1 - exp(-λ)]} . (21)

将（18）式 给 出 的 t 时 刻 密 度 算 符 ρ(t) = [1 - exp(-w)]exp(-wa+a) 与 初 态 混 沌 场 的 密 度 算 符

ρ0 = [1 - exp(-λ)]exp(-λa+a) 进行比较，可见，混沌场经扩散过程后仍然保持混沌场的性质，差别仅在于其平均

光子数发生了变化。设扩散后平均光子数用 n̄′表示，那么，exp(w)= n̄′ + 1
n̄′ ，由（21）式得出

1 - exp(-w)= 1 - exp(-λ)
1 + κt[1 - exp(-λ)] , (22)

n̄′ = n̄ + κt, (23)
这表明随扩散过程的进行，混沌场的平均光子数线性增加。

下面讨论扩散过程对光子数涨落的影响。光子数涨落定义为

(ΔN̂ )2 = N̂ 2 - N̂
2, (24)

因为 N̂ 2 = (a+a)2 = a+2a2 + a+a ，所以

(ΔN̂ )2 = a+2a2 + a+a - a+a
2, (25)

对于混沌场，其密度算符为 ρ0 = [1 - exp(-λ)]exp(-λa+a), 利用相干态的完备性 ∫ d2 z
π z z = 1，计算得出
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a+a = n̄ = 1
exp(λ)- 1, (26)

a+2a2 = tr(a+2a2 ρ0) = ∫ d2 z
π z a+2a2 ρ0 z = 2n̄2, (27)

式中 tr 表示求迹。将（27）式代入（25）式得到

(ΔN̂ )2 = n̄2 + n̄, (28)

同样，计算混沌场经扩散过程 t 时刻后的光子数涨落

(ΔN̂ )2 ′ = a+2a2 ′ + a+a ′ - a+a
′2 , (29)

利用（20）式，求得

a+a ′ = n̄′ = 1
exp(w)- 1, （30）

a+2a2 ′ = ∫ d2 z
π z a+2a2 ρ(t) z = [1 - exp(-w)]∫ d2 z

π z z*2 z2 exp(-2w): exp{[exp(-w) - 1]a+a}: z = 2n̄′2 , (31)

将（30）式和（31）式的结果代人（29）式，得到

(ΔN̂ )2 ′ = n̄′2 + n̄′, (32)

结合（32）式、（28）式和（23)式，得出

(ΔN̂ )2 ′ - (ΔN̂ )2 = n̄′2 + n̄′ - (n̄2 + n̄) = 2κtn̄ + κt + (κt)2, (33)

（24）式和（27）式表明：随扩散过程的进行，混沌场的光子数涨落与平均光子数的关系式不变。但（28）式表

明随扩散过程的进行，由于混沌场的平均光子数线性增加，使得混沌场的光子数涨落随扩散时间以二次函

数形式扩大。

4 结 论
利用热纠缠态表象求解密度矩阵主方程的方法和运用算符正规排序内的积分技术，对扩散过程密度矩

阵主方程进行了求解，得到了用密度算符用 Kraus算符无限和表示的解。这种形式的解易应用于任意初始

量子态的情况。对于混沌场，利用该解的表示公式，推导出了混沌场密度算符随时间演化的简洁表示式，并

计算其平均光子数和光子数涨落，得到了平均光子数和光子数涨落随扩散时间变化的简洁解析式。根据混

沌场密度算符的演化规律，以及平均光子数和光子数涨落随扩散时间演化表示式发现：混沌场经扩散过程

后仍然保持混沌场的性质，但其平均光子数发生了变化，其平均光子数随扩散过程的进行线性增加。另一

方面，随扩散过程进行，混沌场的光子数涨落随扩散时间以二次函数形式扩大。
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