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束缚纠缠的猝死与复活
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摘要 研究了两个三能级原子与独立库相互作用的纠缠动力学。研究结果表明：两个三能级原子的束缚纠缠在演化

过程中转移到相互作用库中。由于整个系统纠缠信息总量守恒，原子系统束缚纠缠的猝死必然导致相互作用库中束

缚纠缠的复活，库中获得的纠缠等于初始的原子纠缠。
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Abstract The entanglement dynamics of two- qutrits interacted with its independent reservoirs are
investigated. The results show that bound entanglement of the two-qutrits transfers to the interaction reservoirs
in the evolution process. Due to the conservation of total entanglement information in the whole systems, bound
entanglement sudden death of the atoms must lead to bound entanglement sudden birth of the reservoirs, and
the obtained entanglement of the reservoir equals the initial one.
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1 引 言
量子纠缠作为一种重要的物理资源，在量子信息科学中发挥着巨大的作用 [1-10]。任何真实的量子系统都

可以看作开放系统，系统与其所处环境不可避免的相互作用会影响系统的纠缠，而导致退相干 [11-12]。因此，

研究在各种相互作用条件下系统的纠缠演化特性具有重要意义。目前，Yu 等 [13-14] 研究了不同环境中的两体

二能级原子系统的纠缠演化动力学。研究结果表明：系统的纠缠在有限的时间内消失，这种在有限时间内

纠缠突然消失的现象称之为“纠缠猝死”。显然，纠缠猝死严重地制约着量子态在量子信息处理中的应用，

实验结果也证实了纠缠猝死的影响 [15-17]。纠缠猝死的研究起初局限于两体二能级系统。随后，希尔伯特空

间中高维量子态的纠缠猝死也得到了广泛的研究 [18-19]。随着研究的深入，系统纠缠的流向问题成为研究的

热点。Lopez 等 [20]通过扩展原子系统，将与其相互作用库的自由度包括进来。发现系统的纠缠猝死必然伴

随着相互作用库纠缠的突然产生，这种纠缠突然产生的现象称之为“纠缠复活”[20]。

在高维系统中，纠缠态可以分为两类：1)自由纠缠态，此类纠缠态在局域操作和经典通讯中可以提纯。

2)束缚纠缠态，此态无论在何种局域操作和经典通讯策略中都无法提纯。尽管开始束缚纠缠只是一个纯粹

的数学概念，但在随后一些物理过程中得到了验证。类似于纠缠猝死的定义，如果自由纠缠态在有限的时

间内转化成束缚纠缠态，这种现象称为“可提纯性猝死”。目前可提纯性猝死的研究也取得了阶段性进展。

例如：宋伟等 [21]提出可提纯性猝死的概念，并研究了在局域退相位噪声环境中两个三能级原子系统的可提纯

性猝死问题；黄江等 [22]研究了在低温热库中的两体三能级原子系统，证实了可提纯性猝死的存在；Mazhar [23]

研究了在振幅阻尼通道中两个三能级原子系统的可提纯性猝死现象。
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定义束缚纠缠在有限的时间内消失的现象为束缚纠缠猝死，在某一时间突然出现的现象为束缚纠缠复

活。本文从两体三能级原子的扩展系统出发，研究系统的束缚纠缠猝死与相互作用库束缚纠缠复活现象。

论文第二部分建立物理模型，研究系统的时间演化动力学；第三部分通过约化密度矩阵计算束缚纠缠，对计

算结果进行分析，阐述系统的演化规律，并剖析其物理实质和意义。

2 物理模型
考虑两个二能级原子分别与独立库相互作用的原子系统。假设多模库只含有一个光子，系统的哈密顿

量可写为 [20]

Ĥ = ℏωσ+σ- + ℏ∑
k = 1

N

ωk b̂
†
b̂ + ℏ∑

k = 1

N

gk(σ- b̂
†
k + σ+ b̂k), （1）

式中 w为原子的跃迁频率，σ+ 、σ- 、b̂
†
、b̂ 分别为上升，下降，产生和湮灭算符。 gk 为耦合常数。由于只考

虑一个腔模中含有单个光子，相互作用库处于真空态，因此系统初态可表示为

ϕ0 CR = 1 C⊗ 0̄ R, (2)

式中 0̄ R =∏
k = 1

N 0k R 是多模库 R的共同真空态，c为原子系统。则时间演化态为

ϕt CR = ξ(t) 1 C 0̄ R +∑
k = 1

N

λk(t) 0 C 1k R, (3)

式中 1k R 表示第 k个库模中有一个光子。当模数 N → ∞ 时，概率幅 ξ(t) 收敛于 ξ ( )t = exp(-kt/2)。将（3）式写

成较为简洁的形式

ϕt CR = ξ(t) 1 C 0̄ R + χ (t) 0 C 1̄ R, (4)

式中 1̄ R = 1
χ (t)∑k = 1

N

λk(t) 1k R, 概率幅 χ (t) 收敛于 χ ( )t = 1 - exp(-kt) 。
对于两个三能级原子构成的系统，初始单模腔中有两个光子，相互作用库处于真空态。类似于上述计

算方式，很容易得到 ϕ0 CR = 2 C⊗ 0̄ R 。其时间演化态为

ϕt CR = ξ2(t) 2 C 0̄ R + 2 ξ(t)χ (t) 1 C 1̄ R + ϑ(t) 0 C 2̄ R, (5)

式中

2̄ R = 1
ϑ ( )t

é

ë
êê

ù

û
úú∑

k = 1

N

||λk( )t
2 2k R + 2 ∑

k ≠ q = 1

N

λk( )t λq( )t 1k…1q R
, (6)

且 ϑ ( )t = 1 - ξ4( )t - 2ξ2(t)χ 2(t) 。依据（4）式和（5）式，很容易计算两个三能级系统的时间演化态。

3 束缚纠缠的猝死与复活
在研究可提纯性之前，先介绍自由纠缠和束缚纠缠的特征。对于高维量子系统，如果一个量子态作部

分转置后有正的本征值，可以判定此量子态是不可提纯的，称这种纠缠态为束缚纠缠态。反之，作部分转置

后有负的本征值的量子态是可提纯的，这种量子态称为自由纠缠态。有研究 [24]声称，作部分转置后有负本征

值的量子态仍然有可能为束缚纠缠态，但目前还没有找到充足的证据。一般而言，探测束缚纠缠态没有唯

一的标准和方法，也没有一个方法能探测出所有的束缚纠缠态。然而，重排定则 [25]（r）在很多情况下都是一

种 行 之 有 效 的 量 度 方 法 ，而 且 较 容 易 计 算 任 意 量 子 态 。 对 于 一 个 给 定 的 密 度 矩 阵 ，重 排 定 义 为

(ρr)ij,kl = ρik, jl 。若给定量子态为分离态，则有  ρr - 1 ≤ 0 ；对于具有正的本征值的量子态而言， ρr - 1＞0 即

可判断此量子态处于束缚纠缠态 [26]。因此，可以通过  ρr - 1 随时间的演化曲线来判断所考虑系统的状

态。选择正交基矢为 { 00 , 01 , 02 , 10 , 11 , 12 , 20 , 21 , 22 } 。
考虑非常熟悉的Horodecki态
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ρα (0) = 2
7 ψ+ ψ+ + α

7 σ+ + 5 - α
7 σ-, (7)

式中 ψ+ = 1
3（ 01 + 10 + 22 ） , σ+ = 1

3（ 00 00 + 12 12 + 21 21 ), σ- = 1
3（11 11 + 20 20 + 02 02 )。a是

一个调节参数，不同的 a值对应着不同性质的 Horodecki态。容易证明，对 ρα (0) 的部分转置矩阵求本征值，

通过负度 [23]可以得到：4 < α ≤ 5 时，存在负本征值，故此范围内的 a值对应着自由纠缠态。当 2 ≤ α ≤ 4 时，

所有的本征值均为正值，则此时 ρα (0) 处于分离态或束缚纠缠态。借助于重排定则 [23]作进一步判断，可以得

到当 2 ≤ α ≤ 3 时，ρα (0) 为分离态，3 < α ≤ 4 时为束缚纠缠态，这里取 3 < α ≤ 4 。通过（7）式，取部分偏迹得

到原子系统和相互作用库的时间演化密度矩阵。

接下来根据各密度矩阵元计算  ρr - 1 的表达式，并绘制演化曲线。然而，对于一个 9×9的矩阵而言，

求解  ρr - 1的解析表达式有一定的困难，因此作数值解处理。图 1绘出了原子系统在 a=3.8时，重排定则

随衰减参数 kt演化的曲线。曲线表明， ρr - 1 在 kt≈0.08 时为零，原子系统表现出束缚纠缠猝死。同时，

需要说明的是，在 kt≈0.08 之后，并不能用重排定则来判断此时原子系统状态，它既有可能为自由纠缠态，也

可能为分离态，甚至还存在着是束缚纠缠态的可能性。前面也提到，重排定则不能探测到所有的纠缠态。

当然，在目前的研究认识范围内，上述结论是成立的。

图 1 在 a=3.8 时，重排定则  ρr - 1 随衰减参数 kt 演化的曲线

Fig.1 Evolution curve of realignment criterion  ρr - 1 is plotted against decay rate kt with a=3.8

下面研究相互作用库束缚纠缠的演化规律。图 2绘出了库的密度矩阵在 a=3.8时，重排定则随衰减参

数 kt演化的曲线。曲线表明，初始时刻相互作用库中没有束缚纠缠，在 kt ≈2.57时，库中突然出现了束缚纠

缠，此现象充分证明了库中束缚纠缠的复活。在 kt → ∞时，原子系统的束缚纠缠彻底的转移到库中。对比

图 1与图 2，注意到库的束缚纠缠复活时间滞后于原子系统的猝死时间，此空白时间束缚纠缠存储于何处。

受 Lopez等 [20]工作的启示，研究扩展系统的其他组合：ρc1r1，ρc2r2，ρc1r2 及 ρc2r1 ，发现在空白时间内，系统的束

缚纠缠确实存在于这几种组合之中，支持了 Lopez等的结论。

图 2 在 a=3.8 时，重排定则  σr - 1 随衰减参数 kt 演化的曲线

Fig.2 Evolution curve of realignment criterion  σr - 1 is plotted against the decay rate kt with a=3.8

3
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Horodecki态中只有一个可变参数 a，现在来讨论参数 a的取值对系统束缚纠缠的影响。图 3分别取 a=
3.8和 a=3.5。曲线表明 a会影响束缚纠缠猝死和复活的时间。a越大，束缚纠缠保持的时间越长，复活得越

快。但总体上看，a的影响较小，因此以上结论有一定的普适性。这与 Mazhar [23]的结果有较大的不同：

Mazhr的研究表明，当初始的 Horodecki态取 4< a≤5（自由纠缠态）时，a是一个敏感参数，a=4.2与 a=4.25
时的动力学行为有显著差异。

图 3 原子系统和相互作用库分别在 a=3.8 及 a=3.5 时，重排定则  ρr - 1 和  σr - 1随衰减参数 kt 演化的曲线

Fig.3 Evolution curve of realignment criterion  σr - 1 and  σr - 1 is plotted against decay rate kt with a=3.8 and a=

3.5, respectively

最后，考虑一个局域等价的态 ρ͂α , ρ͂α 可以通过对（7）式应用一个局域操作 U = I3⊗ θ, θ = 0 1 + 1 0 + 2 2
得到

ρ͂α = UραU
† = 2

7 ψ͂+ ψ͂+ + α
7 σ͂+ + 5 - α

7 σ͂-, (8)

鉴 于 局 域 幺 正 操 作 并 不 会 将 分 离 态 转 变 为 纠 缠 态 ，因 此 σ͂+ = 1
3（ 01 01 + 12 12 + 20 20 ),

σ͂- = 1
3（10 10 + 21 21 + 02 02 ) 。同理，最大纠缠态 ψ͂+ = 1

3（ 00 + 11 + 22 ） , 此局域幺正操作不改变

量子态的迹和静态纠缠，但对纠缠的动力学演化行为却有深远影响 [27]。

在 a= 3.8时，原子系统 ρ͂α 和相互作用库 σ͂α 的重排定则随衰减参数 kt的演化呈现类似的规律：在 kt≈
0.077时，原子系统的束缚纠缠出现猝死，而 kt≈ 2.55时，库的束缚纠缠开始复活。最后，束缚纠缠全部转移

到库中，两种情况的结论一致。

本中对束缚纠缠作了较为全面的研究，发现了束缚纠缠的猝死和复活现象。此现象的物理实质和意义

是：任何实际的量子系统都可以认为是开放系统，携带信息的量子态会不可避免地与其周围的环境发生相

互作用而产生退相干，从而使得量子态信息的流失。本文考虑两个初始纠缠的三能级原子与其独立库的相

互作用，在系统演化过程中，量子态的信息流失到相关库中。因此量子态的信息逐渐衰减直至完全消失，同

时相互作用库中出现了流失过来的信息，并且最终趋于一个稳定值。由于信息的总量守恒，原子初始纠缠

在数值上与稳定库的基本相等。原子系统纠缠信息的猝死必然也导致相互作用库纠缠的产生。

4 结 论
研究了两个三能级原子系统束缚纠缠的演化动力学。通过扩展原子系统将相互作用库的自由度包括

进来。研究结果表明：原子系统束缚纠缠猝死必然导致相互作用库束缚纠缠的复活。复活时间滞后的原因

是在空白时间内束缚纠缠暂时储存于另外几种组合系统中，之后原子系统的束缚纠缠全转移到相互作用库

中。此现象的物理实质和意义从信息守恒的角度得到了解释。最后，讨论了 Horodecki 态局域幺正操作后

的束缚纠缠演化，并与Mazhar的结论作了比较。
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