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干涉条纹带宽与波前斜率分布关系研究
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摘要 干涉测量法是测量科学中有效的手段之一，但受到检测带宽的限制，难以增大其动态测量方位或者检测面形

的高频误差。结合角谱理论对干涉条纹空间频率及其带宽与波前斜率的关系进行了理论分析和仿真实验，得到了干

涉条纹带宽与波前斜率的数值对应关系。结果表明，干涉条纹最大频率对应波前的最大斜率，由波前最大斜率可确

定干涉检测的动态范围，即由波前斜率可以估算出干涉条纹带宽；反之，根据电荷耦合器件(CCD)分辨率确定干涉图

的总带宽，可以计算出能测的最大波前斜率，对后续研究各种干涉方法的频谱特性以及如何进行频谱带宽的优化分

配提供了理论依据。
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Abstract Interferometry is one of effective methods in measurement science. However, due to limited spatial
band witdth of detection, it is difficult to increase the dynamic measurement range or to detect high frequency
error of surface. The relationship among the spatial frequency and bandwidth of interference fringes and wave-
front slope is analyzed and simulated based on the angular spectrum theory. The results show that the maximum
slope of interference fringes corresponds to the maximum frequency, and the maximum dynamic range of
interference detection can be determined by the wave- front slope, namely the bandwidth interference fringes
can be estimated by wave- front slope. Conversely, according to the charge- coupled device (CCD) resolution,
the total bandwidth of interference patterns can be determined, then the maximum wave- front slope can be
obtained. That provides a theoretical quantitative basis for the spectrum characteristics of the interference
methods and optimal allocation of bandwidth.
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1 引 言
干涉测量法具有非常高的灵敏度，具有其他技术不可替代的特点，是测量科学中有效的手段之一，被广

泛地用于工程和物理学的各个方面。干涉测量法中将待测的物理量最终转化为干涉条纹的特征，如何对干

涉条纹进行处理获得图像特征 [1-4]，成为干涉测量法中重要的一个环节，而无论是要增大干涉测量法的动态

测量范围还是检测面形的高频误差 [5-8]，都受限于检测的空间带宽。理论上讲测量带宽应无限，才能真实反
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映波前(面形)的频谱，在实际测量时却很难实现 [9-12]。但是为了尽可能扩展测量带宽 [13-14]，干涉条纹带宽与波

前斜率分布的关系就成为了关注的重点。本文对干涉条纹空间频率及其带宽与波前斜率的关系进行了理

论分析，定量确定了干涉条纹带宽与波前斜率的数学关系，研究结果为不同干涉测量方法的频谱特性研究

提供理论依据。

2 干涉条纹空间频率与波前斜率关系
传统的干涉测量法是把待测畸变波前信息通过干涉仪反映到微细的干涉条纹上，利用条纹的变形来检测

波前，根据干涉条纹求取波前相位分布后，可以得到表征波前畸变特征的指标参数。平面波和球面波是构成

复杂波的基元成分，下面从波动光学的角度来分析这两种简单基元光波干涉强度分布与波前斜率的关系。

2.1 两个平面波的干涉

用复指数函数来表示各相干光波，设两个相干平面波的波函数为

ì
í
î

ï

ï

E1( )r, t = E10 exp[ ]j( )k1∙r - ωt + φ10

E2( )r, t = E20 exp[ ]j( )k2∙r - ωt + φ20
, (1)

式中 r 为平面波的位置矢量，t 为平面波传播的时刻，E10 和 E20 分别为两个平面波的复振幅分布，k1 和 k2 分

别为两个平面波的波矢，ω 为时间角频率，φ10 和 φ20 分别为两个平面波的初相位。

可得两个平面波干涉的强度公式为

I ( )r = ( )E1 + E2 ∙( )E
*
1 + E

*
2 = ||E10

2 + ||E20
2 + 2E10∙E20 cos[ ]( )k2 - k1 ∙r + ( )φ20 - φ10 = I1 + I2 + 2 I1 I2 cos( )Δφ , (2)

式中 I1 = ||E10
2
，I2 = ||E20

2
，分别表示两个平面波单独存在时考察点处的强度，第三项余弦函数项为干涉项。

两个平面波干涉，干涉场的强度按余弦函数规律变化，余弦函数的相位为

Δφ = ( )k2 - k1 ∙r + ( )φ20 - φ10 , (3)

表示两相干光波从光源出发到达考察点时的相位差，即干涉条纹的分布情况完全由波前分布唯一确定。

由(2)式可知，干涉条纹的最大强度面满足

Δφ = ( )k2 - k1 ∙r + ( )φ20 - φ10 = 2mπ (m =0,1,2,…) . (4)

定义 I ( )r 的空间频率 f 为一个矢量，f 的方向即为考察方向，其模值 || f 表示 I ( )r 在考察方向上单位

距离之内变化的周期数。考察沿 I ( )r 最大强度面法线方向的空间频率，则(4)式可写成如下标量形式：

|| ( )k2 - k1 r + ( )φ20 - φ10 = 2mπ . (5)

对(5)式两边求微分： || k2 - k1 ||dr = 2πdm ，则空间频率可表示为

|| f = dm
dr = || k2 - k1

2π . (6)

同时(5)式可表示某一考察点处对应的波前，则波前相对斜率为

ν = Δφ′ = || k2 - k1 . (7)

由(6)式和(7)式可知，两束平面波干涉时，干涉条纹空间频率与波前斜率成正比，干涉条纹空间频率越

高，对应测量的波前斜率越大，可测的波前空间频率越高。

2.2 两个球面波的干涉

两球面波在某一考察点 P 的电场扰动可以用光程表示为 [10]

ì

í

î

ïï

ïï

E1( )P = E10
d1

exp[ ]j( )k0L1 - ωt + φ10

E2( )P = E20
d2

exp[ ]j( )k0L2 - ωt + φ20

, (8)

式中 d1 和 d2 为球面波点光源到考察点 P的距离，k0 为光波在真空中的传播数，L1 = nd1 和 L2 = nd2 分别是从

点光源到考察点 P 的光程，n为传播介质的折射率。 P 点的强度可表示为

I ( )P = E10
d1

exp[ ]j( )k0L1 - ωt + φ10 + E20
d2

exp[ ]j( )k0L2 - ωt + φ20 = I1( )P + I2( )P + 2 I1( )P I2( )P cos[ ]k 0Δ + ( )φ20 - φ10 ,

(9)
2
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式中 I1( )P = æ
è
ç

ö
ø
÷

E10
d1

2
和 I2( )P = æ

è
ç

ö
ø
÷

E20
d2

2
，分别是由两个点光源单独照射时 P 点的强度，Δ = L2 - L1 = n( )d2 - d1 ，表示

由两个点光源发出的球面波传到 P 点的光程差。在考察点远离光源的情况下，I1( )P 和 I2( )P 可近似作为常量

处理，于是三维干涉场的等强度面即是等光程差面。其峰值强度面的条件与平面波干涉的情况相同，即满足

Δφ = k0 Δ + ( )φ20 - φ10 = 2mπ (m=0,1,2,…). (10)

(9)式说明，对于两个球面波干涉，干涉场强度分布不再具有严格的空间周期性。但是，干涉强度与光程

差 Δ 或者相位差 Δφ 之间仍然存在着周期性，可以从极限的意义上定义干涉强度分布的局部空间频率为

f = ∇Δ
λ0

= ∇( )Δφ
2π . (11)

式中 ∇Δ 和 ∇( )Δφ 分别表示光程差和相位差的梯度，λ0 为球面波波长。由(11)式定义的空间频率 f 的方向

平行于干涉强度梯度方向(即等相面或等强度面的法线方向)，其模值 || f 表示沿该方向考察时，单位距离干

涉强度变化的周期数。沿坐标轴 x,y, z 方向的空间频率计算公式为

|| fx = ∂( )Δφ
2π∂x ， || fy = ∂( )Δφ

2π∂y ， || fz = ∂( )Δφ
2π∂z . (12)

计算某一考察点处对应的波前斜率为

νx = (Δφ)′x ，νy = (Δφ)′y ，νz = (Δφ)′z . (13)

对一元函数而言，导数和微分没有差别。由(12)式和(13)式可知，由两个球面波干涉生成的干涉条纹沿

某一方向的空间频率模值与波前斜率在数值上仍然成正比，干涉条纹空间频率越高，对应测量的波前斜率

越大，可测的波前空间频率越高，可测的面形误差动态范围越大。

3 干涉条纹带宽与波前角谱的关系
对于平面波和球面波这两种简单基元光波，干涉条纹密度与波前斜率(方向)有关，干涉条纹带宽与波前

最大斜率相对应。对于复杂波前，可将其分解为沿不同方向传播的平面波，不同传播方向对应一个不同的

干涉条纹空间频率。

3.1 波前角谱及其物理解释

设单色光波沿 z 方向传播，照射到 xy 平面上，在 xy 平面上的光场复振幅分布用 A( )x,y, 0 = A( )x,y 函数

表示。根据频谱分析知

A( )x,y = ∫
-∞

+∞ ∫
-∞

+∞
a( )fx, fy exp[ ]j2π( )fx x + fy y dfxdfy , (14)

根据角谱理论，有

fx = cos α/λ , fy = cos β/λ , (15)

式中 a( )fx, fy 是复杂波 A( )x,y 的空间频谱，α ，β 为波矢 k在 xy平面上与 x轴和 y轴的夹角，λ 为单色波波

长，则(14)式可表示为

A( )x,y = ∫
-∞

+∞ ∫
-∞

+∞
aæ
è
ç

ö
ø
÷

cos α
λ

, cos β
λ

expé
ë
ê

ù

û
új2πæ

è
ç

ö
ø
÷

cos α
λ

∙x + cos β
λ

∙y dæ
è

ö
ø

cos α
λ

dæ
è
ç

ö
ø
÷

cos β
λ

. (16)

(16)式表明，在 z =0平面上的光场，即透过 xy 平面向 +z 方向传播的波前，可以分解为一系列沿不同方向传

播的平面波的线性叠加，如图 1所示。

图 1 沿 +z 轴方向传播的波前角谱分解示意图

Fig.1 Decomposition diagram of wave-front angular spectrum along the +z axial direction

3
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(16)式还表明，波前分布的空间频率正比于 cos α/λ或 cos β/λ，在波前分布 A( )x,y 中的低频分量对应于

与 z 轴夹角不大的平面波分量，而高频分量则对应于与 z 轴夹角较大的平面波分量。

3.2 干涉条纹频谱分解

对于一个理想的干涉条纹，其一维光强分布函数为

I ( )x = a0( )x + b( )x cos[ ]ϕ( )x , (17)

式中 a0( )x 为背景项，b( )x 为调制项，ϕ( )x 为被测波面的相位分布。当 ϕ( )x 是简单的线性分布时，干涉条纹

分布是一个理想的余弦函数。而当 ϕ( )x 不再是简单的线性分布时，按照傅里叶级数定理，可将干涉条纹光

强分布分解为一系列具有不同空间频率的余弦光强的线性叠加，即

I(x) = A0
2 +∑

n = 1

+∞
[ ]An cos( )2πf0 x + Bn sin( )2πf0 x , (18)

式中 f0为参考波前的空间频率，傅里叶系数 A0 、An 、Bn 分别为

A0 = λ
2 ∫0

λ

I ( )x dx ，An = λ
2 ∫0

λ

I ( )x cos( )nkx dx ，Bn = λ
2 ∫0

λ

I ( )x sin( )nkx dx . (19)

图 2(a)是被测相位分布 φ( )x 不再是简单的线性分布时，对应的干涉条纹光强分布曲线。按照上述分析

可将其分布为一系列频率为 f0 , 2f0 , 3f0 ,⋯ 的不同振幅的余弦光强分布函数 If(f)的线性叠加，如图 2(b)所示。

干涉条纹的带宽即为最大频率与最小频率之差。

图 2 具有复杂相位分布的(a)干涉条纹分布曲线及(b)其频率分解

Fig.2 (a) Curve of interference fringe with complex phase distribution and (b) its frequency decomposition

3.3 干涉条纹带宽与波前角谱关系

为分析简便，计算一维情况，复杂波前 A( )x = ∫
-∞

∞
a( )fx exp( )j2πfx x dfx ，假设参考波前 A0( )x = exp( )j2πf0 x ，则

两个波前干涉的强度为

I ( )x = [ ]A( )x + A0( )x ∙[ ]A*( )x + A*
0( )x = A( )x ∙A*( )x + A0( )x ∙A*

0( )x + A0( )x ∙A*( )x + A( )x ∙A*
0( )x =

|| A( )x
2 + || A0( )x

2 + A( )x ∙A*
0( )x + A*( )x ∙A0( )x , (20)

式中 || A( )x
2 , || A0( )x

2
分别表示两个波前单独存在时 x 点的光强， || A( )x

2 + || A0( )x
2
构成了干涉图背景的直流光

强分布，在频谱中对应一个能量很高的零频，对干涉图频谱中的基频信息没有影响。为避免零频与展宽后

的基频产生交叠，通常在处理时会将直流分量去除，第三项和第四项为干涉项，其中包括被测的相位信息。

为计算简便，只分析干涉项，对其进行傅里叶变换 [11]，得到干涉场强度的频谱分布为

FI ( )ξ = ∫
-∞

+∞
[ ]A( )x ∙A*

0( )x + A*( )x ∙A0( )x exp( )-j2πξx dx =

∫
-∞

+∞ é

ë
ê

ù

û
ú∫

-∞

+∞
a( )fx exp( )j2πfx x dfx∙ exp( )-j2πf0 x + ∫

-∞

+∞
a( )fx exp( )-j2πfx x dfx∙ exp( )j2πf0 x exp( )-j2πξx dx =

∫
-∞

+∞ ∫
-∞

+∞
{ }a( )fx exp[ ]j2π( )fx - f0 x ∙ exp( )-j2πξx + a( )fx exp[ ]-j2π( )fx - f0 x ∙ exp( )-j2πξx dxdfx =

∫
-∞

+∞ ∫
-∞

+∞
{ }2a( )fx cos[ ]2π( )fx - f0 x ∙ exp( )-j2πξx dxdfx = ∫

-∞

+∞
a( )fx ∙{ }δ[ ]ξ + ( )fx - f0 + δ[ ]ξ - ( )fx - f0 dfx, (21)

4
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式中 ξ 为干涉条纹强度分布的频率域坐标，fx 为被测复杂波前的空间频率，δ(·) 为脉冲函数。可知，复杂波

前对应的干涉条纹的频谱分布是一系列空间频率为 fx - f0 ，复振幅密度为 a( )fx 的频谱的线性叠加。

对于复杂波前对应的干涉条纹，利用离散傅里叶变换分析，(21)式可改写为

FI ( )ξ =∑
n = -∞

∞
{ }a[ ]ξ + n( )fx - f0 + a*[ ]ξ - n( )fx + f0 , (22)

式中 a[ ]ξ + ( )fx - f0 为正一级角谱的分布函数，a*[ ]ξ - ( )fx - f0 为负一级角谱的分布函数。同一个周期内，只

有 a[ ]ξ + ( )fx - f0 和 a*[ ]ξ - ( )fx - f0 两个共轭的角谱分量存在，干涉条纹的频谱分布是这一对共轭波前角谱周

期性的重复叠加。

4 干涉条纹带宽与波前斜率分布
若定义干涉条纹第 n 级频谱的局部空间频率为

fn = 1
2π

∂[ ]2πf0 x + nφ( )x,y
∂x = f0 + n

2π
∂φ( )x,y

∂x , (23)

可知，基频表达式为 f0 + 1
2π

∂φ( )x,y
∂x ，则当波前在沿条纹垂直于 x 方向的变化(即波前的斜率)

∂φ( )x,y
∂x 取得

最大值和最小值时，频谱相应由基频中心向着两侧延展到最远处。根据这个最值即可以确定干涉条纹图的

傅里叶频谱延展的宽度范围。在电荷耦合器件(CCD)窗口无限大时，干涉条纹最大频率对应波前的最大斜

率，由波前最大斜率可确定干涉检测的动态范围，即由波前斜率可以估算出干涉条纹带宽；反之，根据 CCD
分辨率确定干涉图的总带宽，可以计算出能测的最大波前斜率。

下面构造带有不同波前斜率的干涉条纹，对其进行傅里叶变换，研究干涉条纹频谱宽度与波前斜率的

关系。

将仿真条件设为：像素个数为 256 pixel×256 pixel，只加入倾斜 (25λ) ，得到的干涉图和横轴中间位置对

应的去除零频后的频谱图如图 3所示。波前斜率为 0.0311，频谱峰值对应频率为 0.1953，频谱近似为 δ 函

数，但是由于干涉图窗口宽度限制，没加像差但频谱有一定的展宽。

图 3 (a)只加入载波的干涉图和(b)对应的频谱图

Fig.3 (a) Interferogram with carrier and (b) corresponding spectrum

在上述虚拟条纹中加入离焦 0.7λ，得出干涉图和去除零频后的频谱图如图 4所示。定义频谱带宽 w 为

其半峰全宽(FWHM)，根据仿真结果可以求出带宽 w 约为 0.043，最大波前斜率 vmax 为 0.2180，最小波前斜率

vmin 为 0.1742，斜率差 v = vmax - vmin =0.0438。

图 5为离焦为 5λ干涉图和去除零频后的频谱图。根据仿真结果可以求出带宽 w 约为 0.316，最大波前

斜率 vmax 为 0.3523，最小波前斜率 vmin 为 0.0398，斜率差 v = vmax - vmin =0.3125。

由上述理论分析和仿真验证可知，干涉条纹频谱带宽数值上等于最大波前斜率与最小波前斜率之差，即

w = vmax - vmin . (24)

由于用 CCD采集到的信号是离散的，并且经过了窗口的截断，故其频谱是原信号的频谱和 CCD采样窗

频谱的卷积。当窗口宽度趋于无穷大时，其频谱将变为 δ 函数，而 δ 函数与原信号频谱的卷积仍为原信号
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图 4 (a)离焦为 0.7λ的干涉图和(b)对应的频谱图

Fig.4 (a) Interferogram with 0.7λ defocus and (b) corresponding spectrum

图 5 (a)离焦为 5λ的干涉图和(b)对应的频谱图

Fig.5 (a) Interferogram with 5λ defocus and (b) corresponding spectrum

频谱。这说明，如果 CCD采样窗口无限宽，就不存在泄漏误差。即采样窗口越大，其对干涉条纹带宽的影响

就会越小。

为进一步验证上述结论，在保证足够多的干涉条纹数的条件下，增大图像分辨率。将仿真条件设为：像

素数为 4096 pixel，加入载波 (400λ) ，对应干涉条纹数为 800，则载波频率为 0.1954，此时采样窗口宽度对干

涉条纹频谱带宽的影响很小，可以忽略不计，由频谱图可知频谱分布近似为 δ 函数，频谱峰值为 0.1954，频谱

峰值对应的频率就是载波频率。

在上述条纹中加入不同的像差，求得条纹的最大波前斜率 vmax 和最小波前斜率 vmin ，同样对干涉条纹做

傅里叶变换，求得频谱带宽 w 如表 1所示。

表 1 不同像差时对应的频谱带宽与最大/最小波前斜率

Table 1 Spectral bandwidth and maximum/minimum wave-front slope corresponding to different aberrations

Aberration /
λ

Spectral bandwidth w

vmax

vmin

vmax - vmin

Defocus

Coma

5

0

0.0393

0.2149

0.1758

0.0391

10

0

0.0783

0.2344

0.1563

0.0781

15

0

0.1179

0.2540

0.1368

0.1172

20

0

0.1570

0.2735

0.1172

0.1563

25

0

0.1960

0.2930

0.0977

0.1953

30

0

0.2348

0.3125

0.0782

0.2343

15

0.5

0.1175

0.2618

0.1446

0.1172

20

1.5

0.1560

0.2852

0.1290

0.1562

25

0.5

0.1956

0.2969

0.1016

0.1953

由表 1结果可知，干涉条纹带宽与波前斜率的分布均符合上述结论，这对研究不同干涉测量方法的频谱

特性以及如何扩展动态测量范围提供了理论依据。

5 结 论
从频域角度出发，系统地研究了干涉条纹空间频率以及频谱带宽和波前斜率分布的关系。对干涉条纹

空间频率与波前斜率关系进行了理论分析，干涉检测的波前斜率与干涉条纹密度相关，最密的干涉条纹对

应剩余波前最大斜率，即对应干涉检测波前可测的最高频率。用角谱理论分析了复杂波前分布和干涉条纹

6
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带宽的关系。对干涉条纹的带宽与波前斜率分布的关系进行了详细的理论分析和仿真验证，得到了干涉条

纹带宽与波前斜率的数值对应关系。研究结果对后续研究各种干涉方法的频谱特性以及如何进行频谱带

宽的优化分配提供了理论依据。
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