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加窗截取改善信号非稀疏表达的稀疏性

杨初平 蔡汶曦 翁嘉文
华南农业大学物理系 , 广东 广州 510642

摘要 为了把压缩传感技术应用到变换域非稀疏信号中，提出了一种能够改善信号非稀疏表达稀疏性的新方法。该

方法采用可移动窗口函数把信号在变换域中的非稀疏表达截取成多个窗截表达，只要控制每个窗口函数宽度远小于

信号的长度，则每个窗截表达具有较好的稀疏性。通过稀疏的窗截表达实现对非稀疏表达的压缩传感。结合高斯和

矩形窗口函数给出了详细的理论分析，无噪和加噪信号的实验结果证明了该方法的有效性。
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Representation of Signals
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Abstract In order to apply compressed sensing technique to a non-sparse signal in transform domains, a novel
method is presented to improve the sparsity of the non-sparse representation of a signal. The method employs a
movable window function to decompose the non- sparse representation of a signal in transform domains into
multiple window-cutting representation, as long as the width of each window function is far less than the length
of the signal, and then each window-cutting representation has good sparsity. The compressed sensing of non-
sparse representation is realized by the sparse window-cutting representations. The detailed theoretical analysis
using Gausian and rectangle window functions is presented and the experimental results of both noise- free
image and noise-added image demonstrate that the method is valid.
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1 引 言
考虑到压缩传感在稀疏信号采样、传输和储存方面的优势 [1-4]，自 2006年以来压缩传感吸引了越来越多

的注意，在全息压缩 [5]、图像加密 [6]、成像技术 [7-10]、降噪 [11]、语音处理 [12]等方面得到了广泛的应用。适合压缩传

感的信号必须满足的一个关键条件是信号的稀疏性，可以是空域上的稀疏，也可以是某个变换域上的稀

疏。但是，大量信号在空域上几乎是非稀疏信号。因此，为了能够适用于压缩传感，更多的是借助一些变换

域实现信号在另一个空间里的稀疏表达。为此，各种各样的变换域被不断地提出和应用，从传统的傅里叶

变换、小波变换，到后来提出的多尺度几何分析[13]，诸如 Contourlet、Curvelet、Bandelet、Ridgelet，正交基集合
[14]和冗余字典 [15-16]等。

信号的稀疏表达需要选择合适的变换域。事实上，不存在对各种信号都普遍适用的变换域，每个变换

域能适用的信号总是具有针对性的。因此，在变换域上非稀疏表达的信号就无法应用压缩传感技术。

本文的分析表明，对信号在某个变换域上的非稀疏表达，如果采用一个可移动的窗口函数把该信号的

非稀疏表达分割成几个部分，每个部分称为窗截表达，控制窗口的宽度，可以使每个窗截表达具有良好的稀
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疏性，从而通过稀疏的窗截表达实现变换域非稀疏信号压缩传感处理。

2 压缩传感基础
如果空域上的非稀疏信号 x 在正交变换域 ψ = { }ψi

N

i = 1 上可以表示为

x = ψa =∑
i = 1

N

ai ψi =∑
l = 1

k

al ψl , (1)

式中稀疏系数 ai = x,ψi 。如果只有 k 个系数不等于零，k≪ N ，则称信号为正交变换域上的 k 稀疏信号。

采用一个 M 行 N 列的测量矩阵 ϕ ∈ RM × N (M ≪ N ) 对信号 x 进行测量，可以得到一个测量结果 y ：

y = ϕa , (2)

依靠合适的算法可以从测量结果 y 中提取出高精度或高概率的重构信号 a ，a 和 x 是等价的两个信号。压

缩传感的前提是信号具有良好的稀疏性。

3 窗截表达的稀疏性
窗截表达就是信号在某个变换域上的非稀疏表达与窗口函数的乘积。若空域信号表示为 f (x) ，在某个

变换域上的非稀疏表达为 F(ω) ，由于它的非稀疏性，而无法适用于压缩传感。窗截表达为 F(ω)g(ω - b) ，
g(ω - b) 为窗口函数。高斯窗口函数和矩形窗口函数分别表示为

G(ω - b) = expé
ë
ê

ù

û
ú- (ω - b)2

2a2 , (3)

高斯窗口函数的半峰全宽(FWHM)为 Δ ，窗口尺度因子为 a ，可以移动的中心点为 b 。矩形窗口函数的宽度

为 a ，中心点为 b ：

ræ
è

ö
ø

ω - b
a

=
ì
í
î

ï

ï

1, ||ω - b < a/2
1/2, ||ω - b = a/2
0,others

, (4)

采用中心点间隔等于高斯窗口 FWHM或者矩形窗口宽度的不同位置的窗口函数截取信号的非稀疏表达后，

则原始信号的非稀疏表达与不同位置的窗截表达满足如下关系

∑
i = 1

F(ω)g(ω - bi) =
ì

í

î

ïï

ïï

∑
i = 1

F(ω)G(ω - bi) ≈∑
i = 1

F(ω - bi) = F(ω), G(ω - bi) ≈ 1, |ω - bi| ≤ Δ/2
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ω - bi

a
= 1, |ω - bi| ≤ a/2 , (5)

由(5)式可知，只要可移动窗口函数的中心点间隔等于高斯窗口 FWHM或者矩形窗口宽度，所有窗截表达之

和等于(或约等于)原始信号的非稀疏表达。在各个窗截表达中只有窗口范围内是非零值，其他信号值很小、

接近零(对高斯窗口)或为零(对矩形窗口)，对于一定长度的信号，只要窗口函数的宽度比较窄，每个窗截表

达就是一个含有大量零元素和少量非零元素的序列，这是稀疏信号的特征，因而每个窗截表达具有良好的

稀疏性，可以根据(2)式进行压缩传感处理。这时令 a =∑
i = 1

F(ω)g(ω - bi) ，(2)式可改写为

y = ϕa⇔ y = ϕa = ϕ∑
i = 1
[ ]F(ω)g(ω - bi) =∑

i = 1
[ ]ϕF(ω)g(ω - bi) =∑

i = 1
y i , (6)

式中 yi = ϕF(ω)g(ω - bi) ，对每个稀疏的窗截表达 F(ω)g(ω - bi) 压缩传感、重建、累加就可以获得完整的原始信

号的非稀疏表达。

以离散傅里叶变换(DCT)作为变换域，具体操作过程表示如下：1) 每行空域信号进行离散傅里叶变换

得到变换谱；2) 移动窗口函数对变换谱无缝截取成多个窗截表达；3) 分别对每个窗截表达压缩和重建，累加

得到每行信号完整的重建变换谱；4) 对重建变换谱进行逆傅里叶变换得到空域信号。

4 实 验
为了验证上述方法的有效性，以无噪图片和加噪图片为实验对象。高斯随机矩阵为测量矩阵，信号重

构采用正交匹配追踪算法(OMP)。信号采样率为 10%。原始信号的变换域采用离散余弦变换(DCT)。分别
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采用高斯函数和矩形函数提取窗截表达，对每个窗截表达进行压缩传感、重建，然后累加得到完整的原始信

号在DCT上的表达并逆变换得到重建图片。

4.1 无噪和加噪信号重建结果

高斯函数、矩形函数和某行原始信号的离散余弦变换谱曲线如图 1所示，通过移动窗口可以把变换谱截

取成多个窗截表达。高斯窗口尺度因子 a = 0.05 时，FWHM Δ = 4 pixel，可移动中心点取值为 b = 1,5,9,⋯ ，

相邻中心点间隔为 4 pixel。矩形函数宽度为 4 pixel，可移动中心点取值为 b = 1,5,9,⋯ ，相邻中心点间隔为

4 pixel。
尺寸为 256 pixel×256 pixel的原始无噪图片如图 2(a)所示。每行信号的离散傅里叶变换谱分别采用高

斯函数和矩形函数截取后，压缩重建结果如图 2(b)、(c)所示。每行信号的离散傅里叶变换谱没有使用窗口

函数截取，其压缩重建结果如图 2(d)所示。

尺寸为 256 pixel×256 pixel的原始加噪图片如图 3(a)所示。高斯随机噪声灰度平均值是 25，偏差也是

25。每行信号的离散傅里叶变换谱分别采用高斯函数和矩形函数截取后，压缩重建结果如图 3(b)、(c)所
示。每行信号的离散傅里叶变换谱没有使用窗口函数截取，其压缩重建结果如图 3(d)所示。

把图 2(b)、(c)与图 2(d)比较，或者把图 3(b)、(c)与图 3(d)比较，从直观形象或者 RPSN(表示峰值信噪比)
值来看，无论对无噪还是加噪信号，采用窗口函数截取后的压缩重建结果总是好于不采用窗口函数截取的

压缩重建结果；对加噪信号的非稀疏表达，采用窗口函数截取后也能很好地进行压缩重建。

图 1 两个窗口函数曲线和信号变换谱

Fig.1 Curves of two window functions and signal transform spectrum

图 2 (a) 原始无噪信号 ; (b) 采用高斯窗口 ; (c) 采用矩形窗口 ; (d) 无窗口
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Fig.2 (a) Original noise-free image; (b) using Gaussian window; (c) using rectangle window; (d)no window

图 3 (a) 原始加噪信号 ; (b) 采用高斯窗口 ; (c) 采用矩形窗口 ; (d) 无窗口

Fig.3 (a) Original noise-added image; (b) using Gaussian window; (c) using rectangle window; (d) no window

4.2 改变窗口宽度的结果

高斯窗口尺度因子设置为 a = 0.01时，FWHM为 1 pixel，可移动中心点取值为 b = 1,2,3,⋯ ，相邻中心点

间距为 1 pixel；矩形窗口宽度是 1 pixel，可移动中心点取值为 b = 1,2,3,⋯ ，相邻中心点间距为 1 pixel 。分别

对加噪图片图 3(a)进行处理。对应高斯窗口的重建图片、第 128行的原始信号与重建信号的比较分别如图 4
(a)、(b)所示；对应矩形窗口的重建图片、第 128行的原始信号与重建信号的比较分别如图 5(a)、(b)所示。

对相同的加噪实验对象，把采用高斯窗口函数、对应不同窗口 FWHM时的实验结果[图 3(b)与图 4(a)]以
及采用矩形窗口函数、对应不同窗口宽度的实验结果[图 3(c)与图 5(a)]比较发现：通常认为每行变换谱分解

出来的窗截表达数量越多，压缩重建时间将越长；实际情况却是窗口宽度减小了，分解出来的窗截表达数量

增多，但所用时间反而更少，重建结果更佳。这是因为窗口越小，窗截表达的稀疏性越好，导致压缩重建速

度更快，效果更好。

图 4 (a) 用高斯窗口的重建结果 ; (b) 第 128行的重建信号和原始信号

Fig.4 (a) Reconstructed results with Gaussian window; (b) reconstructed signal and original signal in the 128th row

实现结果还发现：采用高斯窗口与采用矩形窗口比较，虽然高斯窗口的 FWHM等于矩形窗口的宽度，但

是，对于不同的无噪图片，如图 2(b)与(c)，对于相同的加噪实验对象，如图 3(b)与(c)，或者图 4(a)与图 5(a)比
较，图 4(b)与图 5(b)比较，对应矩形窗口的压缩重建时间少，RPSN值总是优于对应高斯窗口的。这是由于对

采用矩形窗口分解得到的窗截表达，除了窗口范围内是非零信号外，其他信号严格为零；而高斯窗口除了
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FWHM范围内的信号，其他信号不是严格为零，这影响窗截表达的稀疏性；因而矩形窗口截取的窗截表达稀

疏性好于高斯窗口截取的窗截表达。

图 5 (a) 用矩形窗口的重建结果 ; (b) 第 128行的重建信号和原始信号

Fig.5 (a) Reconstructed results with rectangle window; (b) reconstructed signal and original signal in the 128th row

4.3 不同噪声强度重建结果

高斯窗口尺度因子设置为 a = 0.02 时，FWHM为 2 pixel，可移动中心点取值为 b = 1,3,5,⋯ ，相邻中心点

间距为 2 pixel；矩形窗口宽度是 2 pixel，可移动中心点取值为 b = 1,3,5,⋯ ，相邻中心点间距为 2 pixel。给原

始无噪图像分别加上三种不同强度高斯随机噪声，相应的噪声灰度平均值分别是 50、75、125，偏差均为 25，
加噪后分别如图 6(a)~(c)所示。每行信号的离散傅里叶变换谱采用高斯函数和矩形函数截取后压缩重建结

果分别如图 7(a)~(c)和图 8(a)~ (c)所示。

图 6 (a) 原始加噪图像噪声灰度平均值 50，偏差 25; (b) 噪声灰度平均值 75，偏差 25；(c) 噪声灰度平均值 125，偏差 25

Fig.6 (a) Original noise-added image noise mean is 50, deviation is 25; (b) noise mean is 75, deviation is 25;

(c) noise mean is 125, deviation is 25

图 7 使用高斯窗口的加噪图像重建结果。(a) 噪声灰度平均值 50，偏差 25; (b) 噪声灰度平均值 75，偏差 25;
(c) 噪声灰度平均值 125，偏差 25

Fig.7 Reconstruction results of noise-added images with Gaussian window. (a) Noise mean is 50, deviation is 25;
(b) noise mean is 75, deviation is 25; (c) noise mean is 125, deviation is 25

由图 7(a)~(c)和图 8(a)~(c)可知，虽然噪声强度增大，但每行信号变换谱采用相同的窗口函数进行截

取，从 RPSN值看来，压缩重建效果基本不变。本来噪声的引入导致信号在变换域中的稀疏性恶化，但由于采

用窗口函数进行截取，当信号长度一定时，信号稀疏性只决定于窗口宽度，只要窗口宽度一定，每个截取信

号的稀疏性保持不变，不随着噪声增大而改变，从而保证重建结果基本不变。从重建时间和 RPSN值看来，与
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采用高斯窗口截取后压缩重建结果图 7(a)~(c)比较，采用矩形窗口截取后重建效果图 8(a)~(c)更好。

图 8 使用矩形窗口的加噪图像重建结果。(a) 噪声灰度平均值 50，偏差 25; (b) 噪声灰度平均值 75，偏差 25;

(c) 噪声灰度平均值 125，偏差 25

Fig.8 Reconstruction results of noise-added images with rectangle window. (a) Noise mean is 50, deviation is 25;

(b) noise mean is 75, deviation=25; (c) noise mean is 125, deviation is 25

5 结 论
采用可移动窗口函数把信号在某个变换域的非稀疏表达截取成多个稀疏性好的窗截表达，通过窗截表

达实现对非稀疏表达的压缩传感。采用窗口函数进行截取，当信号长度一定时，信号稀疏性只决定于窗口

宽度，只要窗口宽度一定，每个截取信号的稀疏性也保持不变。噪声的存在不影响每个窗截表达的稀疏性，

也不影响信号的压缩重建。采用窗截函数截取后增加了压缩重建时间，一般认为同一个信号截取出来的窗

截表达越多，压缩重建时间越多，实际情况是采用宽度更小的窗口进行分解不仅可以获得稀疏性更好的窗

截表达，而且信号重建效果更好，重建速度加快。当高斯窗口半高宽度与矩形窗口宽度相等时，与矩形窗口

截取的窗口表达比较，高斯窗口截取的每个窗截表达稀疏性差，因而重建效果也差。
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