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奇异值方法在大口径反射镜面形分析中的应用
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摘要 为了更好地分析大口径反射镜的面形，引入奇异值方法来分析系统的重力印透造成的大尺度起伏以及由磨削

加工、测量噪声等因素造成的中高频误差。首先对奇异值分解的基本方法以及在反射镜表面评价中的具体应用方法

进行了研究；之后利用数值仿真，验证了奇异值分解应用在反射镜表面分析中的可行性；最后，将提出的方法应用在

实际的反射镜镜面评价之中，得到系统去除高频误差后的结果。所提出的方法对于低信噪比的大口径反射系统面形

评价有较好的指导作用。
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Abstract We introduce a singular value method to evaluate the mid- and high- frequency error in the large
aperture reflecting mirror figure due to gravity print through and noise from processing and measurement.
Firstly, we study the singular value method applied to mirror figure evaluaton. Then, the feasibility that the
singular value method can be applied to the reflecting mirror figure is verified by numerical simulation. Finally,
the proposed method is applied to autual evaluation of the reflecting mirror figure, and the results with high-
frequency error in the system eliminated are obtained. The proposed method may help evaluate the large
aperture reflecting mirror figure with lower signal to noise ratio.
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1 引 言
随着光电子技术的不断发展，大口径光电系统在激光通信、天文光学、空间光学、地基空间目标探测与

识别等高技术领域得到了越来越广泛的应用，其表面面形的检测与评价直接影响制造精度与成像质量 [1-5]；

如果可以按照不同的误差源将误差分离(如重力印透造成的起伏与磨削、测试造成的噪声)，就可以对系统性

能进行针对性的提高 [6-10]。随着支撑与加工技术的进步，各种噪声的大小变得越来越接近，为了更好地对大

口径反射镜进行调节与评价，需要引入一种合理的分离方法 [11-17]。

利用奇异值分解滤波是信号处理中对于小信噪比的信号进行信息提取的方法。其基本原理为：将测量
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得到的信号映射到多维矩阵空间中得到信号多相空间轨道矩阵；之后对其进行奇异值分解，将噪声项滤去；

利用奇异值分解的逆过程将滤波后的奇异值矩阵还原，得到缺秩空间中对于空间轨道矩阵的最佳估计。最

后，由于多维矩阵空间映射为双射，故可以得到与原来信号等维的滤波后的信号。

将奇异值分解的方法引入大口径反射镜面形的评价之中，将大口径面形数据作为一个随机过程来分

析，利用奇异值滤波之后，可以得到系统由于重力印透等原因所造成的低频误差；在支撑可以调节的系统

中，可以根据该方法得到的结果对调节进行指导，在被动支撑的系统中，可以根据计算结果在系统出瞳处利

用补偿光学元件进行补偿。

本文将反射镜表面数据重新排列为一维向量并作为一个随机过程，利用数值仿真，对添加了 50%幅值噪

声(信噪比为 2)的正弦波前进行了奇异值滤波，验证了奇异值分解的可行性。将该方法应用在实际的反射

镜镜面数据之中，得到系统去除高频误差后的结果，其均方根值(RMS)大约为原始波前的 80%，应在此基础

上对其支撑调节作用进行评价。提出的方法对于低信噪比的大口径反射系统面形评价有较好的指导作用。

2 基本推导
奇异值分解是线性代数中一种重要的工具，在信号处理、数理统计中都有重要的应用。

设 A为 m × n 阶复矩阵，A′A 的 n个特征值的算术平方根 σ1,σ2 ,…,σn ，称为矩阵的奇异值。必定存在m

阶酉矩阵U与 n阶酉矩阵 V，使得 A = USV
' ，其中 S = diag(σ1,σ2 ,…,σn) ，V′为 V 的共轭转置。

对于 n × n 的实矩阵 J，必定存在 n阶正交阵 P和Q，使 A = PSQ
T 。

假设某个随机序列 x(t), t = 1,2,…,2n + 1 ，将测量得到的信号映射到多维矩阵空间中去得到信号多相空

间轨道矩阵 Dm 为
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之后对其进行奇异值分解，并将其噪声项滤去；

Dm = PSQ
T = P

é
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S s 0
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Q
T , (1)

式中 S s,Sn 分别为实际信号与噪声信号所对应奇异值，在某种显著性准则之下，可以将噪声项确定并将其置

零得到缺秩空间多相空间轨道矩阵 D̑m 为
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具体来说，定义信号奇异熵
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tr(S) ，tr(S) 表示矩阵 S的秩，利用统计学上的假设检验方法，在使用不同阶次拟合时，

将奇异熵显著下降作为假设条件，在一定置信概率下，结合 F分布，可以得到检验结果。在一般情况下，可以

根据最大值设置阈值进行简单的判断。

利用奇异值分解的逆过程将滤波后的奇异值矩阵还原，得到对于空间轨道矩阵的最佳估计。由于多维

矩阵空间映射为双射，故可以得到与原来信号等维的滤波后的信号为

x′(k) = 1
β - α∑i = α

β

D̑m(i,k - i + 1) , (2)

式中 α = max(1,k - n + 1),β = min(n,k) 。

3 数值仿真
本文方法对于正弦时域信号的处理效果如图 1 所示，图中的原始信号 RMS 值为 0.70，附加白噪声的
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RMS值为 0.50，输入信号的 RMS值为 0.84，取奇异值阈值为 0.2，即小于最大奇异值的 20%的信号都认为是

由噪声引入，并将其置零；利用奇异值分解的逆过程将滤波后的奇异值矩阵还原，进而得到与原来信号等维

的滤波后的信号；经过本文方法处理后得到输出信号 RMS值为 0.72，与原始值相差 5%以内。在一般情况

下，尤其是白噪声污染的情况下，由于噪声代入的奇异值比较接近，使用阈值法就可以较好地实现滤波；对

于粉红噪声等有色噪声情况，使用假设检验的方法比较理想。

设 有 随 机 过 程 {X(t), t ∈ T } ，对 于 任 一 t ∈ T ，X(t) 的 一 阶 矩 E[X(t)] 及 二 阶 矩 E[X 2 (t)] 都 存 在 ，则 称

{X(t), t ∈ T } 为二阶矩过程。

一般情况下，考虑到没有发生破坏时，利用光学仪器测得大口径望远镜的实际测量系统波前误差

W ( )x,y 不可能出现能量无限的情况，即一阶矩及二阶矩一定存在，故由反射镜表面波像差组成的随机序列

为二阶矩过程，可以进行常规的求矩与分解过程。

标准正弦多项式是在系统谐波分析中较为常见的基底。为了简便起见，对于无量纲反射镜表面波像差

W ( )x,y 采用一定数量的正弦基底多项式进行拟合。假设下文中所有波像差的期望为零，期望非零的情况可

以通过时域平移或者频域滤掉直流分量的方法化归为期望为零的情况。

对于标准正弦多项式，

Φ = A sin(2πfx) , (3)

式中 f为空间频率，x为空间坐标。 Φ 的 RMS值 A/ 2 为定值，其波前误差如图 2所示。

仿照一维情况，将二维波前重排为一维随机过程，系统波前 RMS值为 0.70，同样附加白噪声的 RMS值

为 0.50，如图 3所示。奇异值阈值取为 0.2。得到处理效果如图 3和图 4所示。

通过以上仿真验证可知，当系统的信噪比较低时，一般较难判断出镜面实际的起伏情况。通过该方法，

可以对大口径反射镜镜面支撑的调节提供指导，对系统装调有很好的指导意义；同时，选择不同的截断阈值

进行滤波，可以在系统剥削加工的不同阶段对于镜面不同层次的起伏进行控制。

另一方面，该方法也可以用于子孔径拼接之前的预处理工作。子孔径拼接技术是一种以低成本、高分

辨率检测大口径光学元件的有效手段 [18-21]。当被测平面光学元件尺寸超过干涉仪口径，或者检测非球面所

产生的干涉条纹密度大于 CCD 空间分辨率，利用小口径干涉仪每次仅检测整个光学元件的一部分区域(子

图 1 正弦信号时域图

Fig1 Sine signal in time domain

图 2 正弦波前误差

Fig2 Sine wavefront error

图 4 还原后的正弦波前误差

Fig.4 Sine wavefront error after calculation

图 3 带噪声的正弦波前误差

Fig.3 Sine wavefront error with noise
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孔径)，待完成全孔径测量后，再使用适当的算法“拼接”就可得到全孔径面形信息。尽量真实完整地获得重

叠区域信息是其预处理的核心，利用该方法可以得到更加真实的系统波像差，从而更好地进行拼接操作。

4 实验验证
使用 4D公司生产的干涉仪作为波前探测元件，其原理不同于使用菲索原理测量的干涉仪，而是利用可

以分离四个相位的衍波板，做到多像素(500 pixel×500 pixel)、大视场、快速测量。将本文方法应用在某精磨

反射镜 100 mm×100 mm的方形子孔径之中。

首先将数据重新排列为一维随机序列，利用前述方法得到其信号多相空间轨道矩阵 Dm 。进行奇异值

分解之后，得到波前数据的奇异值。取奇异值阈值为 0.2，即小于最大奇异值的 20%的信号都认为是由噪声

所引入。利用(2)式将得到的修正多相空间轨道矩阵进行映射得到经过滤波的波前序列。之后通过重排，得

到处理后的波前。

如图 5和图 6所示，原图中的红色部分由于噪声的影响，几乎连为一体，给实际加工与装调带来困难。

实际测得的波前 RMS值为 0.0054个波长，而经过本文方法处理之后的 RMS值为 0.0042个波长，信噪比约为

4。由于支撑所带来的影响与加工以及检测所造成的影响较为接近，如果不使用该方法将很难分辨。

对于不同层次的加工、检测与装调，需要得到的误差特性也是不同的。一方面，在器件的粗磨工序中，

利用这一方法可以得到系统的低阶真实起伏情况，排除其他干扰；另一方面，在系统的装调过程中，由于调

节机构的校正带宽有限，不考虑高阶的面形，对于工作的完成是也有积极意义的。由于检测与磨削造成的

高阶误差需要进行大量的测量，根据服从的统计规律进行分析。

考虑子孔径拼接的问题时，原则上不同子孔径之间的可调节量只有三个刚体位移自由度，重叠区域的

测量误差越小，其精度也会越高。利用这种方法，可以获得更加真实的波前，有助于提高拼接精度的提高。

5 结 论
将奇异值分解在反射镜表面评价中，利用数值仿真与实验分析，验证了奇异值分解应用在反射镜表面

分析中的可行性。利用这种方法可以得到系统去除高频误差后的结果以及残差（即噪声项），为后续的分析

提供重要的指导。由于这种方法的核心是多相空间轨道矩阵 Dm 的奇异值分解，故在大数据量的情况下，对

于计算机要求较高，如何提高计算的效率将是下一步研究的重点；另一方面，如何利用该方法提高子孔径拼

接的精度，也是下一步工作需要研究的内容。
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