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极少方向投影光偏折CT的偏折角压缩传感修正重建

张 斌 刘 龙
青岛科技大学机电工程学院 , 山东 青岛 266061

摘要 将压缩传感理论与偏折角修正迭代技术相结合解决光偏折层析极少方向的投影重建，提出了一种新的偏折角

压缩传感修正重建算法。该算法以待测场梯度的 l1 范数为稀疏性先验模型，结合最速下降法进行全变差调整，并引

入压缩传感权重因子对迭代过程进行优化。在极少方向投影条件下对双峰温度场进行模拟重建，并在相同条件下与

已有算法进行比较。结果表明，在 6方向投影数据条件下，新算法在峰值构建和重建平滑度方面均表现出显著的优

越性，新算法的峰值误差和标准距离误差分别比现有算法降低了 18.32%和 46.67%。通过对喷焰温度分布的实验测

量证明了该算法的有效性。
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Deflection Tomography Reconstruction Technology Based on
Deflection Angle Compressed Sensing Revision from Few View-angles

Projections
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Abstract The theory of compressed sensing is integrated with deflection angle revision iteration technique for
deflection tomography reconstruction from few view- angles projections. A new iterative reconstruction
algorithm with deflection angle compressed sensing revision is developed to improve the quality of
reconstruction distribution from incomplete projection data. The algorithm, which combines the sparsity of the
object field gradient l1 norm, is adjusted by total variation with the steepest descent method. A compressed

sensing weighting factor is employed in every iteration step to optimize the reconstruction. In numerical
simulation, the new approach produces reliable reconstruction for asymmetrical temperature distribution from 6
view-angles projections. The error analysis provides a good indication of the precision and convergence of the
algorithm. Compared with our previous algorithm for deflection tomography, the new algorithm turns out to be
more accurate.The maximum value error is reduced by 18.32% and the normalized distance error is reduced by
46.67% when the new reconstruction algorithm is employed. The efficacy of the new algorithm has been
assessed by reconstructing a flame temperature field.
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1 引 言
工程热物理和空气动力学等领域的发展促使非稳态流场测量成为新的研究热点。在复杂流场显示与测

量领域，光偏折层析(CT)因其非接触测量方式、抗干扰能力强、敏感性低等一系列特质成为强有力的实用测量

技术。然而非稳态复杂流场的光偏折投影获取方法决定了其重建只能在少数投影采样的条件下进行，现有算

法无法满足严重非完全数据条件下的 CT重建，因而光偏折 CT技术的应用受制于其重建算法的发展。
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以代数重建技术(ART)为代表的迭代类算法，因其在各种采样方案、非完全数据、噪声控制等方面的稳

健性决定了它比解析(变换类)算法更适合解决实际的 CT重建问题 [1]。近年来涌现的改进的序列子集联合代

数重建技术(ISO-SART)[2]、基于 Newton-Raphson算法的加速代数重建技术(AART)[3]、定向代数重建技术

(DART)[4]、自适应联合代数重建技术(ASART)[5]、改进的自适应代数重建技术(MAART)[6]、自适应统计迭代重

建技术(ASIRT)[7]等研究不断改良着迭代类算法的重建性能。然而这些未考虑 CT成像原理和特点的通用

CT重建算法，无法体现光偏折 CT本质(成像原理)上的优势。贺安之教授的团队从基本的偏折公式出发，推

导出偏折角修正重建技术(DARRT)，并进行了多种复杂流场的光偏折 CT测量 [8-11]，结果表明该算法对稳态

非对称温度场、超音速密度场等复杂参量分布实现了良好重建。然而在极度欠采样条件下，该算法仍不能

满足非稳态复杂流场高精度测量的要求。

在探索极度欠采样条件下 CT重建的过程中，压缩传感(CS)[12]这一颠覆性的信息处理指导理论为科研人

员延伸出广阔的研究思路。CS的本质是由极少数投影数据或采样数据重建原场，其核心优点在于信号投影

的数据量远小于传统方法所获得的数据量，这一特质极好地契合了光偏折 CT实验测量非稳态复杂流场时

的极度欠采样重建。

针对 DARRT在极度欠采样条件下重建精度较低的问题，本文结合 CS理论提出一种偏折角压缩传感修

正重建算法（DARRT+CS）。该算法以待测场梯度的 l1 范数为稀疏性先验模型，结合最速下降法进行全变差

调整，减小温度场梯度的 l1 范数，并引入压缩传感权重因子对迭代过程进行优化，使用数值模拟重建分析验

证了该算法的有效性。

2 原 理
2.1 光偏折CT的基本原理

光偏折 CT 技术是基于光线在非均匀折射率场中传播发生方向改变而产生光程差的复杂流场测试技

术。光偏折 CT是利用激光光波作为信息敏感器，获取光线通过被测场多方向的偏折投影数据反演二维乃

至三维场分布。光线通过流场产生偏折的基本原理如图 1所示，图中二维相位场 O的折射率分布为 n(x,y) ，
环境折射率为 n0 ，R.O. 表示入射光线 , x′ - y′坐标轴相对 x - y 轴旋转了角度 θ 。在角度为 θ 的观测方向，偏

折角 φ(y′,θ) 可以由偏折仪显示和分析得到。

图 1 光线通过流场产生偏折及坐标系统

Fig.1 Deflection by light ray passing through flow field and system of coordinate

φ(y′,θ) = ∫
-∞

∞ 1
n0

∂n
∂y′dx′, (1)

式中 n 是被测折射率分布，n0 是环境折射率。将折射率场划分成 I = w × w 个足够小的相等网格，网格边长

为 d 。设每一网格内的折射率变化 Δn 为常数，若有 l 的投影方向，每个投影方向有 m 条射线，则该平面内

任意光线的偏折角可以写成

∑
0

I - 1
Aij

é

ë
ê

ù

û
ú

1
n0

∂ni

∂y′ = φj , j = 0,⋯,(m - 1) × l , (2)

式中 Aij 是第 j 条光线通过第 i 个网格的长度，φj 是第 j 条光线的偏折角。
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2.2 偏折角压缩传感修正重建算法

压缩传感理论表明，若分布本身或在某一变换域具有稀疏表示，则可由少量观测值重建出原始图像或

分布。令 ψ 代表某一稀疏变换，θ 代表投影矩阵，ψ 和 θ 两者不相干；n 表示图像或分布矩阵；φ 是经过投

影获得的观测值，则通过求解(4)式就可重建原始分布。

min
n

||ψn||0 , s.t. θn = φ, (3)

式中零范数代表非零元素个数。(4)式是非凸优化问题，计算复杂度高。Candes和 Donoho提出用 l1 范数代

替 l0 范数，(4)式变为(5)式

min
n

||n||1 , s.t. θn = φ, (4)

式中 ||n||1 =∑|ni|。在图像或者分布具有稀疏表示时，(4)式和(5)式的解是等价的，因此，(4)式的非凸优化问

题转变为凸优化问题。

压缩传感在极少数投影重建方面的极大优势，恰恰弥补了 DARRT算法在极少数投影数据条件下重建

精度较低的不足。

根据 CS理论和偏折角 CT原理，结合物理量（温度、密度）分布的全变差的稀疏性，提出了一种偏折角压

缩传感修正重建算法（DARRT+CS），并推导得出DARRT+CS算法的约束最小化的数学描述

minn ||n||TV s.t. Dn = Cn + q - h, (5)

(5)式中

||n||TV =∑
i, j

|n(s + 1, t) - n(s, t)| + |n(s, t + 1) - n(s, t)| , (6)

n 是折射率分布的矩阵，s, t 是矩阵 n 的坐标序号，h,q,C,D 的元素是斜率 k 和 A 的函数，A 是光线通过网格

的长度矩阵，q 和 h 分别代表迭代过程中的边界修正量和各采样偏折角。计算过程分为以下三步：

1) 对(5)式线性转化的偏折角投影方程使用偏折角修正思想进行迭代重建。将光偏折角公式折射率偏

导数进行离散、合并相关同类项等一系列处理，推导得出DARRT的迭代表达式：

nm + 1
i = nm

i + ω
(hj - qj +∑

i = 0

I - 1
Dij ni

m) -∑
i = 0

I - 1
Cij ni

m

(∑
i = 0

I - 1
Cij)2

Cij , j = 0,⋯,(m - 1) × l, (7)

式中 ω 为松弛系数，i, j 分别代表网格序号和采样序号，Cij ,Dij ,qj ,hj 表达式见表 1，表中 A (i + 1) j ,A (i + w) j ,A (i - 1) j ,A (i - w) j

是第 j 条光线通过第 i 个网格的相邻网格的长度。

表 1 偏折公式中的各参量

Table 1 Parameters of the deflection equation

Cij

k
A (i + 1) j
d

+ A (i + w) j
d

Dij

k
A (i - 1) j
d

+ A (i - w) j
d

qj

n0

æ

è

ç

ç
çç

ö

ø

÷

÷
÷÷

∑
top

Aij - ∑
bottom

Aij

d
+ k
∑
left

Aij -∑
right

Aij

d

hj

2n0φj 1 + k2

2) 利用 CS算法即结合全变差范数和最速下降法修正目标值。利用最速下降法快速减小全变差范数，

因而使迭代过程更快收敛或达到目标值。

为了防止梯度过大引起算法发散，同时保证算法加速收敛，引入最速下降因子 ρ =0.0000005，每迭代一

次后调整因子为 ρs =0.997。

β = max(|n (k)
i, j |)/ max(|fi, j|) , (8)

n
(k)
i, j (CS) = n

(k)
i, j - β × ρ × fi, j , (9)

ρ = ρ × ρs , (10)

(8)、(9)式中
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fi, j = ∂nTV

∂n (k)
i, j

= 4n (k)
i, j - n

(k)
i + 1, j - n

(k)
i - 1, j - n

(k)
i, j-1

ai, j
+ n

(k)
i, j - n

(k)
i + 1, j

ai + 1, j
+ n

(k)
i, j - n

(k)
i - 1, j

ai - 1, j
+ n

(k)
i, j - n

(k)
i, j+1

ai, j + 1
+ n

(k)
i, j - n

(k)
i, j-1

ai, j - 1
, (11)

(11)式中

ai, j =
(n (k)

i + 1, j - n
(k)
i, j ) + (n (k)

i, j - n
(k)
i - 1, j) + (n (k)

i, j - n
(k)
i, j - 1) + (n (k)

i, j + 1 - n
(k)
i, j )

2Δ2 + ε2 , (12)

式中 Δ 是采样间隔，ε 是很小的正数，本文取 ε =10-8。

3) 初期数值模拟实验显示，在极少数投影条件下，DARRT重建的流场分布较平滑，但峰值误差较大，而

CS重建的流场能很快达到峰值，但重建流场毛刺较多。为此引入一个权重因子 λ ( 0 ≤ λ ≤ 1 )，通过调整 λ

的大小来发挥 DARRT和 CS优势，同时抑制DARRT和 CS各自的不足。迭代过程如下：

n
(k)
DARRT + CS = (1 - λ)n (k)

DARRT + λn
(k)
CS . (13)

DARRT+CS算法的计算流程如图 2所示。

图 2 DARRT+CS算法流程图

Fig.2 Flowchart of DARRT + CS algorithm

3 实验与结果
3.1 数值模拟

通过进行数值模拟实验，验证新算法的重建性能。光偏折投影数据由平行光线通过模拟生成的温度场

生成，该温度场满足(14)式高斯函数的双峰分布，如图 3(a)所示。

t(x,y) = 220 expé
ë
ê

ù

û
ú- (x - 11)2 + (x - 11)2

15 + 70 expé
ë
ê

ù

û
ú- (x - 18)2 + (x - 18)2

15 . (14)

划分温度场为 30×30网格；使用极少数投影采样（6角度采样），每个投影方向的采样数为 149；迭代过程

不使用任何平滑操作，只结合 tr (xi,yi) ≥ 0 的限制条件；DARRT的松弛因子取 0.5，DARRT+CS的权重因子 取

0.3；重建出折射率分布后再由 G-D(Gladstone-Dale)公式推出温度分布。图 3是两种算法在 6方向的重建

温度场。使用两种算法迭代 250次后，用标准距离误差(End)和最大值误差(Emv)对重建过程进行分析，误差定

义为

End = ||ne (xi,yi) - n r (xi,yi)||
||ne (xi,yi)|| , (15)
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Emv = | max{te (xi,yi)}- max{tr (xi,yi)}
max te (xi,yi) , (16)

式中 ne , n r 分别表示真实折射率和重建折射率值，te , tr 分别表示真实温度和重建温度值。图 4显示了 6方

向投影数据分别使用两种方法的重建误差对比。

图 3 原场与两种算法 6方向投影重建场的对比。(a)原场；(b) DARRT重建场；(c) DARRT+CS重建场

Fig.3 Original field and constructed field by two algorithms with 6 directional protections. (a) Original field;

(b)constructed field by DARRT; (c) constructed field by DARRT+CS

图 4 两种算法的 6方向投影重建误差对比。(a) Emv；(b) End

Fig.4 Reconstructed error by two algorithms with 6 directions. (a) Emv；(b) End

从图 3的重建结果可以看出，在 6个投影方向的严重非完全数据条件下，DARRT的重建效能受到了显

著影响，尽管两种算法都可重建出双峰的温度场结构，但DARRT无法有效重构峰值，且结合 CS修正的重建

表面质量明显优于 DARRT重建。图 4给出了定量的误差分析，在 6投影方向数据条件下，两种方法的迭代

过程都有效降低了重建误差，在迭代初期，DARRT的两种误差曲线收敛速度快于 DARRT+CS算法。但从图

4(a)可以看出，DARRT的 Emv曲线接近平稳后的最小值为 18.32%，远未达到峰值；而DARRT+CS算法尽管前

期收敛较慢，但 Emv曲线随着迭代次数的增加一直在下降并在 132次迭代后达到最佳值。从图 4(b)中可以看

5
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出，DARRT的 End曲线在迭代约 50次后基本平缓，最终 End值为 2.10×10-5；DARRT+CS的算法 End曲线在迭代

约 100次时达到DARRT的误差水平，但随着迭代次数的增加，End继续降低，240次迭代后 End为 1.12×10-5。

两者相比，新算法的峰值误差和标准距离误差分别比现有算法降低了 18.32%和 46.67%。

3.2 喷灯火焰温度场的重建

为了验证修正算法的有效性，实验中将该算法应用于喷灯火焰温度场的重建。实验装置及其过程下：实

验中以乙醇喷灯生成的温度场为待测场，使用自行研制的激光叠栅偏折仪采集多方向投影数据，实验装置见

文献[13]。其中激光波长为 0.6328 μm，使用的两个完全相同的朗奇光栅，其节距均为 0.05 mm，间距为 46 mm，

叠栅条纹成像在屏上，再由 CCD采集传入计算机。

图 5 温度场的 6方向叠栅条纹图

Fig.5 6 directions of Moire deflectograms of temperature field

将图 5中 6方向叠栅条纹图的最下方一条完整条纹处设为重建界面，划分 30×30网格。算法使用的各个参

数取值如下 : w=0.5，权重因子 l=0.3，环境温度为 20 ℃，使用从 10°到 160°等间隔 30°的 6个投影方向数据参与

重建，每个投影方向的采样数为 149，用DARRT+CS重建技术迭代 130次，得到的截面温度分布如图 6所示。

图 6 重建的温度分布。(a)该截面的温度场分布 ;(b)该截面的温度等值线图

Fig.6 Reconstructed temperature distributions at a designated section. (a) 3D temperature of the cross section; (b)

temperature contour map of the cross section

4 结 论
CS是一种通过极少采样数据即可重建原场的理论与方法，本文将其应用于光偏折 CT的重建算法。模

拟重建显示，基于 CS理论和光偏折角 CT原理的DARRT+CS算法在峰值构建和重建平滑度方面均表现出

显著的优越性，峰值误差和标准距离误差分别比现有算法降低 18.32%和 46.67%，有效提高了在极度欠采样

条件下的重建精度。实验结果证明了该重建技术对于极少方向投影流场重建的有效性。CS理论和光偏折

CT重建理论结合的新算法在湍流脉动流场的 CT测量方面的应用仍在进一步的研究中。
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