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人眼像差校正线性二次高斯优化控制研究
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摘要 为获得清晰的高分辨率人眼眼底视网膜图像，自适应光学系统中变形镜必须能够实时跟踪并补偿人眼中随时

间变化的像差信息。对波前像差特别是动态像差的校正能力不仅取决于变形镜等硬件的性能，还与自适应光学系统

中的控制算法密切相关。在不加大硬件复杂度的基础上，介绍了一种基于 Kalman滤波的线性二次高斯(LQG)人眼

像差校正最优控制模型。首先分析了自适应光学系统的离散性，证明在离散模式下研究自适应光学系统的可行性；

然后建立了基于 Kalman滤波的 LQG优化控制模型，并给出基于 LQG优化控制的像差校正控制算法；最后通过仿真

实验验证了基于 LQG优化控制的像差校正算法对动态人眼波前像差校正的可行性和有效性。
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Abstract In order to obtain a clear retinal image resolution of the human eye, the deformable mirror in
adaptive optics system must be able to track and compensate the eyes aberration information in real time. The
capability of wavefront aberration correction, especially the dynamic wavefront aberration, is not only
depending on the performance of the deformation mirror and other hardwares, but also closely related to the
control algorithm of adaptive optics system. Without increasing hardware complexity, a human eye aberration
correction optimal control model based on Kalman filter and linear quadratic Gaussian (LQG) control is
proposed. Firstly, the dispersion of adaptive optics system is analyzed and it is shown that the study of adaptive
optics system under the discrete model is feasible. Then, the LQG optimal control model based on the Kalman
filtering is established, and the aberration correction algorithm based on LQG optimal control model is
proposed. Finally, the simulation experiment demonstrates the feasibility and effectiveness of the proposed
algorithm.
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1 引 言
自适应光学系统是以光学波前为研究对象的自动控制系统 [1]，主要由波前传感器(WFS)、变形镜(DM)和

控制器三个模块组成 [2]，其中控制器对应的控制问题可以被归纳为变形镜面形控制问题，其目的就是让变形

镜产生一个能完全消除入射波前像差或者能使残余像差达到最小的期望面形。但对于人眼视网膜成像自

适应光学系统，由于人眼波前像差具有动态特性，为获得清晰的、高分辨率的眼底图像，变形镜必须能够实
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时跟踪并补偿人眼中随时间变化的像差信息 [3-4]，即提高系统的控制带宽。因此，对波前像差特别是动态像

差的校正能力不仅仅取决于变形镜等硬件的性能，还与自适应光学系统中的控制算法密切相关。

目前自适应光学系统中控制算法主要是基于自动控制理论的控制算法，常用的有纯积分控制、最小拍

控制等算法 [5]。基于自动控制理论的自适应光学系统控制主要通过选择相对合适的控制器传递函数对系统

的输入和输出特性进行研究，这属于亚优化的控制方法 [6]，不能很好地解决自适应光学系统中多输入量的最

优化控制问题。Kulcar等 [7]证明了自适应光学系统在自动控制原理下优化控制的局限性，并指出了在最小

化控制准则代价函数过程中已知畸变像差波动信息和传感器测量噪声信息的必要性。因此，自适应光学系

统的优化控制研究归纳为在给定的 1)波前传感器与变形镜传递函数和 2）畸变像差波动信息与像差测量噪

声信息的基础上稳定地使控制准则代价函数达到最小。这类最小方差最优控制问题在现代控制理论中通

常采用确定性状态反馈控制与 Kalman滤波处理相结合的线性二次高斯(LQG)控制方法。

本文在不加大硬件复杂度的基础上，通过设计合理的控制器和优化控制算法来改善系统的控制效果，

提出了基于 Kalman滤波的 LQG优化控制模型，设计了基于 LQG优化控制的像差校正控制算法，并通过仿

真验证了算法的可行性和有效性。

2 基于状态空间分析的自适应光学系统
2.1 自适应光学系统控制准则代价函数

在经典的自适应光学控制系统中，控制目标是系统的连续型残余像差 φ res (t) 在足够的曝光时间内平均

方差能达到最小值，即波前相位二次最小准则，由此建立关于变形镜控制电压 u 的自适应光学系统控制准

则代价函数 Jc (u) 如下：

Jc (u) --Δ lim
τ→ +∞

1
τ ∫0

τ ||φ res (t)||2dt , (1)

式中 φ res (t) 为在 t 时刻变形镜控制电压为 u 的残余像差。 Jc (u) 的最小化过程根据波前传感器测量噪声信息

和延迟的残余像差信息调整 u 的大小而实现，根据Marechal定理亦即最大化光学系统光学质量评价参数斯

特雷尔比的过程。在基于自动控制理论的自适应光学控制过程中，其控制方法主要考虑系统的相位空间作

用能力，忽略了波前传感器、变形镜和畸变波前的时域动态性，其控制准则侧重于波前相位校正，试图使变

形镜产生与 φ res 完全共轭的面形，从而达到残余像差为零的目的，但在实际情况中难以实现，甚至会破坏既

有的校正效果。因此，自动控制理论下的自适应光学像差校正控制方法具有一定局限性 [8]。

2.2 自适应光学系统离散性分析

离散信号通常可由连续信号在一定时间间隔内的均值表示。离散型残余像差 φk

res 根据波前传感器的工

作原理可定义为连续型残余像差 φ res (t) 在采样周期 T 内的平均值，即

φk

res--Δ ∫
(k - 1)T

kT ||φ res (t)||2dt . (2)

采用同样的方式定义其余离散型像差信息，如原始像差 φk

org 和校正像差 φk

cor ,其中 k=1,2,3,…,n。将连续

型控制准则代价函数 Jc (u) 中的 τ 替换成 nT ，(1)式等效于

Jc(u) = lim
n→ +∞

1
n

æ

è
çç

ö

ø
÷÷∑

k = 1

n 1
T ∫

(k - 1)T

kT ||φ res(t)||2dt , (3)

其中 φ res (t) 在时间区域 t ∈ [(k - 1)T,kT ] 内可以写成

φ res(t) = φorg (t) - φk
cor = φorg (t) - φk

org + φk
org - φk

cor = φorg (t) - φk
org + φk

res . (4)

其中 φ org (t) - φk

org 在时间区域内的均值为零，连续型控制准则代价函数 Jc (u) 可等效为

Jd(u)--Δ lim
n→ +∞

1
n∑k = 1

n ||φk
res||2 . (5)

由上式可知该控制准则代价函数只与离散变量有关，称之为离散型控制准则代价函数。以上分析同时

也表明在离散模式下研究自适应光学系统是可行的，且在控制问题下不会丢失最优特性。
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2.3自适应光学系统离散模型分析

图 1是状态空间模型下自适应光学系统的典型框图，为便于区分，在框图中分别采用实线和虚线表示连

续信号和离散信号。

图 1 状态空间模型下的自适应光学系统框图

Fig.1 Adaptive optics system block diagram of state space model

WFS是自适应光学系统闭环模型中的波前传感器模块，包含波前探测和波前计算两个环节。 yk ∈ R
p × 1

是传感器在 k 采样时刻残余波前在传递函数 G ′
WFS 映射下所对应的理想测量值，通常指探测点的波前斜率

值，它与残余波前满足线性关系。

CC为控制器模块，对于给定的离散型波前斜率测量值，G ′
K 是离散型有限维线性时不变系统控制器，主

要作用是为产生离散型控制信号 uk ∈ Rm × 1 。数模转换(DAC)环节可以看作是理想零阶保持器，主要是将离

散型控制电压 uk 转化为连续型控制电压 u(t) 。DM环节包括电压放大及变形镜响应，即根据 u(t) 获得变形镜

的校正波前 φcor (t) ∈ Rn × 1 ，电压放大及变形镜响应的带宽远远高于自适应光学系统的带宽，传递函数 G ′
DM 通

常取 1。

上述环节中，控制器环节 G ′
K 是待确定的环节。在自动控制原理中，G ′

K 通常取为纯积分控制器或者比例

积分(PI)控制器，控制器的增益参数应使开环系统稳定，具体条件是系统开环幅值裕量大于 6 dB、相位裕量

在 30°~70°内，同时为使闭环系统达到稳定，通常要求闭环幅频特性的谐振峰值小于 3 dB。

自适应光学系统的外界输入信号为人眼畸变波前 φorg (t) 和测量噪声 wk ，系统控制输入信号是变形镜控

制电压 u(t) ，输出信号包括波前测量值 gk 和系统性能指标残余波前 φ res(t) 。离散型自适应光学闭环系统的

框图如 2所示，图中的波前控制器 G ′
K 便是根据测量信号 gk 计算处理得到控制信号 uk 。

图 2 离散型自适应光学系统的等效框图

Fig.2 Equivalent block diagram of the discrete adaptive optics system

3 基于 Kalman滤波的 LQG最优控制模型
3.1 LQG控制

LQG控制方法的目的就是在一定优化性能准则条件下设计一个最优化的随机控制器。在 LQG控制模

式下，通常假设自适应光学系统能由一组带有高斯噪声输入的线性微分方程控制，且它的优化控制准则是

二次均值代价函数，如(5)式中的 Jd (u) 。
由于自适应光学控制系统的延迟性和人眼波前像差的波动性，导致像差不能被实时校正，但如果下一

采样时刻的畸变波前 φorg 能以一定精度被预知，那么延迟性对像差校正的影响可以被消除。在这一“完全信

息”假设的条件下变形镜的最优控制电压为

3
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uk = -M +φk + 1
org , (6)

式中 M
+ 是变形镜影响函数的广义逆矩阵。但是在实际应用中“完全信息”假设无意义，因此可以采用“不完

全信息”假设方法进行校正控制，即将 (6)式中的 φk + 1
org 项由某一估计值替代，设为 φ̂ k + 1|k

org ，符号 ^表示估计值。

φ̂ k + 1|k
org 是由一组先验信息和 k 时刻前所有传感器测量值（记为 γk）所确定的 φk + 1

org 最小方差估计值，最优估计

可以写成给定 γk 时的条件期望值 [9]：

φ̂ k + 1|k
org --ΔE[φk + 1

org |γk] , (7)

式中 E[∙] 表示数学期望。在工程中，这个最优预估值一般通过 Kalman滤波器处理得到 [10]，因此(6)式可进一

步改写成

uk = -M + φ̂ k + 1|k
org . (8)

因此根据控制电压 uk 可以使 ||φk + 1
res ||2 达到最小，此时的最优控制电压 u 同时由“完全信息”条件下确定性最

优控制问题和“不完全信息”条件下随机最小方差估计问题的解决定[11]。控制准则代价函数 J(u) 中的残余波前

φ res 方差最小化控制问题在实际工程中可以转化为标准递归的人眼波前像差 φ org 最小方差预估计问题。

3.2 自适应光学系统状态空间模型建立

为解决人眼波前像差 φorg 最小方差预估问题，首先对自适应光学系统的整个回路建立控制模型，该模型

包括了系统各部分的确定性控制特征、系统测量噪声信息以及人眼波前像差的时域和空域相关性结构特

征，该模型称为系统状态空间模型。

在 k 时刻，系统的状态向量记为 xk ，当输入量已知、噪声影响忽略不计时，xk 完整地反映了由当前状态

计算下一时刻状态 xk + 1 和系统输出量 gk 、φk
res 所需的所有信息，状态向量的动态过程完全符合对系统输入

和输出的描述。因此在线性时不变系统理论框架下，根据图 2自适应光学离散系统的状态空间模型写成以

下动态方程形式：

ì
í
î

ï

ï

xk + 1 = Axk + Buk +Γξk

gk = C1xk + wk

φk
res = C2 xk

, (9)

式中 A 是系统矩阵，B 是输入矩阵，C1 和 C2 是输出矩阵，Γ 是单位矩阵，ξ ∈ Rn × 1 是指人眼波前像差 φ org 的

动态变化量，属于系统的过程噪声，w ∈ R
p × 1

是系统的测量噪声，ξ 和 w 都满足零均值高斯白噪声分布，它们

的协方差矩阵分别记为 Σ ξ 和 Σw 。(9)式和(5)式定义了 LQG控制问题。

状态向量 x 中的变量应满足以下两个基本要求：1）所描述的系统状态必须包括含畸变波前像差在内的

所有信息；2）系统优化控制准则必须是系统状态的函数。因此根据(5)式可知残余像差 φ res 或者与之等效的

畸变像差 φorg 和控制电压 u 应当是状态向量中的一部分。传感器在 k 时刻的测量值 gk 可以写成

gk = Dφk - 1
res + wk = Dφk - 1

org - DMuk - 2 + wk = D(Id, -M )æ
è
çç

ö

ø
÷÷

φk - 1
org

uk - 2
+ wk . (10)

式中D是 Zernike模式复原矩阵。由上式可见，系统的状态变量中至少应含有 φk - 1
org 和 uk - 2 两项，同时应当存

储状态变量 φk
org 和 uk - 1 作为描述下一时刻 g 的状态变量，因此系统的状态向量 x 定义为

xk = [φ (k - 1)
org

T , φkT
org , uT

k - 2, uT
k - 1]T . (11)

在线性系统中，任何模型都能采用空间和时间的相关性进行描述，假设人眼波前像差的动态性近似满

足线性条件，因此对于给定的波前像差，其空间相关性矩阵 Σϕ 可以定义为

Σϕ--ΔE[φk
org (φk

org)T] . (12)

动态方程中描述的系统过程噪声 ξk ∈ Rn × 1 的协方差矩阵 Σ ξ 满足

Σ ξ = Σφ - AΣφ A
T , (13)

A ∈ Rn × n 是用于描述人眼像差动态特征的时间相关性矩阵，为对角矩阵，它在原则上应根据人眼波前像

差模型获取。由此可见系统的过程噪声协方差模型通过空间相关性矩阵 Σφ 和时间相关性矩阵 A 分别与人

4
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眼波前像差动态变化的空域相关性和时域相关性同时关联。

根据以上分析，当已知 Σφ 和 A 时，自适应光学离散系统的随机状态空间模型就可以得到完全定义，动

态方程的系数矩阵分别为

A =
é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

0 Id 0 0
0 A 0 00 0 0 Id0 0 0 0

, B =
é

ë

ê

êê
ê
ù

û

ú

úú
ú

000
Id

, C1 =
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

D0-DM0

T

, C2 =
é

ë

ê

êê
ê

ù

û

ú

úú
ú

0
Id0-M

T

, Γ =
é

ë

ê

êê
ê
ù

û

ú

úú
ú

0
Id00

, (14)

式中 Id 是对角矩阵。(5)式中的系统控制准则代价函数 Jd(u) 可写成

Jd(u)--Δ lim
n→ +∞

1
n∑k = 1

n ||C2 xk||2 = lim
n→ +∞

1
n∑k = 1

n (xT
kC

T
2 C2 xk) . (15)

(15)式和(9) 式共同定义了 LQG 控制问题。根据(8)式，最优控制电压 u 的状态反馈表达式为 uk = -Rx̂k + 1|k，

其中 R = (0,M +,0,0) ，亦称为使代价函数 Jd(u) 最小的系统最优反馈增益矩阵，x̂k + 1|k 是系统的状态估计。因此

自适应光学像差校正的最优控制问题进一步转化为系统的状态估计问题。

3.3 Kalman最优滤波器

对 k + 1时刻状态 xk + 1 的最小二乘估计通常根据系统 k 时刻前的所有观测信息（测量值）采用 Kalman优

化滤波器获得 [10]。Kalman滤波器主要是预估自适应光学系统状态向量中的人眼波前像差，而变形镜的电压

控制状态可以认为是确定的，它与滤波器的算法无关。在实施过程中，当通过波前传感器获得新的观测值

时，Kalman滤波器随即更新人眼波前像差的预估值。

假设当前时刻为 k ，根据人眼自适应光学系统空间状态模型，利用当前时刻状态对下一时刻系统状态

的估计为

x̂k + 1|k = Ax̂′k|k - 1 + Buk , (16)

其中 x̂
′
k|k - 1 是结合初始估计值和实际观测值得到的当前状态最优化估计，即

x̂
′
k|k - 1 = x̂k|k - 1 + kk(gk - C1 x̂

′
k|k - 1) , (17)

式中 gk - C1 x̂
′
k|k - 1 称为观测残差，反映了预估观测值与实际观测值之间的偏差，若为零则表明两者完全一致；

kk 是 Kalman滤波增益，它可以随时刻的不同而改变取值，从而使 x̂
′
k|k - 1 与真实状态间误差的协方差达到最

小。 kk 的定义如下：

kk = Σ k|k - 1C
T
1 (C1Σ k|k - 1C

T
1 + Σw)-1 , (18)

其中 Σ k|k - 1 是状态向量的协方差矩阵，由以下 Riccati矩阵方程求解得到：

Σ k + 1|k = A[I - Σ k|k - 1C
T
1 (C1Σ k|k - 1C

T
1 + Σw)-1C1]Σ k|k - 1A

T +ΓΣ ξΓ
T . (19)

由此可以确定 LQG控制器中所需的所有参数和变量。将 x̂k + 1|k 代入控制电压 u 状态反馈表达式(16)式可

得到当前时刻需要加载的变形镜最优控制电压，即为基于 LQG优化控制的自适应光学波前校正控制算法。

4 仿真实验与分析
采用模拟仿真的实验方法考察 Kalman滤波器预估系统状态变量 x k（特别是其中波前像差）的能力以及

基于 LQG优化控制的像差校正控制算法对动态波前的校正能力。在实验中首先连续 6 s采集一组（120幅）

受试者吴卫明的哈特曼-夏克(H-S)光斑图作为动态波前的离散样本，重建其波前、计算各项像差信息作为

动态波前的理论参数。图 3是人眼像差采集所用的实验系统原理图，系统的核心是自适应光学系统，同时还

包括像差测量激光信标光源、孔径匹配系统、视度补偿器等部分。像差测量时变形镜不工作，起平面镜作

用，开启激光信标点光源，其出射光经过反射镜等入射人眼，在视网膜反射后出射，带有人眼像差信息的波

前进入光路后，经过视度补偿、孔径匹配 1、变形镜表面反射，再经孔径匹配 2进入 H-S波前传感器，传感器

将捕获的像差信息经控制计算机处理后，得到人眼像差的测量信息。

假设系统的测量噪声 w 满足 N (0,0.01) 分布，得到协方差矩阵 Σw ；波前的空间相关性矩阵 Σ φ 设为各波

前 样 本 的 均 值 ，即 Σ φ = E(Σ k

φ ) ；记 ai 为 时 间 相 关 性 矩 阵 A 的 对 角 线 元 素 ，近 似 满 足 在 区 间

5
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[0.9 + 0.01r, 1.1 - 0.01r] 内均匀分布，其中 r 是 Zernike模式的阶数。因此，系统的过程噪声协方差矩阵 Σ ξ 可

根据(13)式得到确定。根据以上参数信息采用基于 LQG优化控制的自适应光学波前校正控制算法对动态

波前样本进行模拟校正实验。图 4(a)是离焦项 Zernike像差动态预估值与真实参考值的对比结果，虽然不

完全一致，但大致趋势基本一致，且从其数值大小来看，它与真实值之间的偏差也在误差允许范围之内，对

于其他各项 Zernike像差，也具有相似的动态预估效果；图 4(b)是对样本中动态波前像差的校正效果，其中

RMS表示均方根值，残余像差结果的不稳定因素主要与 Kalman滤波器的预估精度有关。

图 3 人眼自适应光学系统实验装置原理图

Fig.3 Principle diagram of the human eye adaptive optics system experimental setup

图 4 LQG控制器下的动态像差模拟校正实验结果。(a)离焦项像差预估结果对比 ; (b)波前像差校正结果

Fig.4 Dynamic aberration correction simulation experimental results of LQG controller. (a) Comparison of forecast

results on defocusing aberrations; (b) results of wavefront aberration correction

从以上仿真结果可知，LQG控制下的像差校正控制算法对动态像差具有有效的校正能力，至于校正过

程中 Kalman预估结果与真实值之间的偏差，主要与控制器中预设的时间相关性矩阵 A 的精度有关。在理

论上，A 应根据准确的人眼波前像差模型确定，但在目前的人眼像差领域内由于活体人眼的个性差异，尚未

提出完善的人眼波前像差模型，因此，基于 LQG控制下的像差校正控制算法在活体人眼的像差校正应用中

还有一定的局限性。

5 结 论
自适应光学控制器及其波前校正控制算法是成像系统进行像差校正、成像的核心环节，控制算法的优

劣将直接影响成像系统的工作性能。本文在现代控制理论下研究了像差校正优化控制问题，首先建立了基

于状态空间分析的自适应光学状态空间模型，在此基础上建立基于 Kalman滤波的 LQG优化控制模型，并给

6
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出了基于 LQG优化控制的像差校正控制算法，前瞻性地研究了 LQG优化控制模型在人眼像差校正中应用

的可行性。通过仿真实验验证了该算法对动态波前像差校正的可行性和有效性。
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