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多三维物体菲涅耳变换数字实现方法

陈家祯 郑子华 连桂仁
福建师范大学数学与计算机学院 , 福建 福州 350007

摘要 提出一种在同一张全息图上记录多个三维物体菲涅耳衍射分布的数字化编解码方法。首先利用一次快速傅

里叶变换算法计算三维物体全息面上的物光波复振幅分布；然后对物光波数据预处理以克服频谱面上各三维物体数

字频谱的混叠问题；最后控制不同的载频系数制作计算全息干涉图。数字再现通过在全息图数字频谱面的特定位置

提取有效频谱分量，再计算离散菲涅耳逆变换的方法实现各原始三维物体的数字重建。仿真实验结果表明所提出的

方法实现了不同制作参数的多个三维物体的同时记录，并且具有良好的数字再现质量，全息图制作参数如波长、再现

距离、载频系数还可作为密钥，实现多个三维物体的加密存储。
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Digital Realization Method for Fresnel Transform of Multiple
Three-Dimensional Objects
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Abstract A digital coding and decoding method on recoding Fresnel diffraction distribution of multiple three-
dimensional (3D) objects in the same hologram is discussed. Firstly, fast Fourier transform algorithm is used to
calculate the complex amplitude distribution of the three- dimensional objects in the holographic plane, and
then the object wave data are preprocessed to avoid digital spectrum aliasing, and finally different carrier
frequency coefficients are controlled to produce interference hologram. The method of digital reconstruction is
based on extracting effective spectral components in the digital spectrum hologram and then calculating
discrete Fresnel inverse transform to rebuild the original three- dimensional objects. The simulation results
show that the proposed method can record multiple three- dimensional objects with different production
parameters at the same time and has good reproduction quality. The hologram production parameters such as
wavelength, reproduction distance, carrier frequency coefficients can also serve as a key to realize encryption
storage for multiple three-dimensional objects.
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1 引 言
激光的出现使全息技术研究进入一个新的发展阶段，而新型记录和显示手段以及计算机技术、数字信

号处理技术的广泛应用又促使全息术从最早的光学全息发展出计算全息、数字全息等学科分支。全息术利

用全息图保存原始物光波的全部信息，从全息图记录和再现的角度可分为光学记录、数字记录、光学再现和

数字再现，目前这几种方法相互交叉融合，应用于全息光学元件、干涉测量、三维(3D)显示、信息加密等不同

场合。在全息术的多媒体信息安全领域应用中，虚拟光学理论和方法及数字记录、数字再现的全息图在数

字水印、信息隐藏、图像加密等方面获得广泛应用并表现出良好的安全性和稳健性 [1-3]。以数字图像方式存
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在的全息图在数据存储、传输、加密安全、滤波等方面比传统全息图更加灵活方便，更易于扩展新的应用领

域。研究全息图数字记录与数字再现之间的编解码方法对于将虚拟光学信息安全理论和方法进一步扩展

到多媒体信息安全领域及移植到数字芯片如数字信号处理器(DSP)、现场可编程门阵列(FPGA)具有积极作

用。作为原始信息的一种记录载体，为了扩大全息图的记录容量，节约存储空间和传输带宽及保存方便，本

文结合菲涅耳计算全息(CGH)[4-5]和数字信号处理方法，提出一种将多个三维物体记录在同一张全息图上进

行数字化编解码的方法。数字编码过程包括离散菲涅耳变换、数据预处理、参考光调制以及全息图叠加等

处理；数字再现包括三维物体频谱位置的确定、窗函数滤波提取有效频谱以及通过离散菲涅耳逆变换实现

原始三维物体各截面信息的数字重建。与文献[5]所采用的正弦光栅调制方法相比，本文算法中的计算全息

图保留了原始三维物体的所有频谱分量信息，避免了高频分量丢失对再现像质量的影响，并且通过编码参

数的控制可以做到多个三维物体频谱不混叠，频谱位置可精确确定，从而具有更高的数字再现质量。

2 三维物体菲涅耳变换理论模型
菲涅耳全息直接记录物光波本身，当三维物体与全息面的距离满足菲涅耳衍射条件时，全息记录面处

的物光波分布为菲涅耳衍射分布，其记录光路如图 1所示。

图 1 全息记录光路

Fig.1 Optical recording scheme of hologram

对满足 Born近似法中物体特性的理想三维物体，可以看作是由一系列相互平行的截面组成。第 i个截

面的物光波复振幅分布 fi(x0 ,y0) 经过距离 di 衍射到全息面的复振幅分布 oi(x,y) 可表示为
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式中 λ表示波长，k = 2π/λ。

三维物体菲涅耳变换指利用计算全息的方法记录三维物体的菲涅耳衍射分布，用菲涅耳计算全息图作

为三维物体的记录载体，并能从该全息图用数字方法再现原始三维物体，即三维物体 ⇔ 菲涅耳计算全息

图。通过正变换计算产生计算全息图建立在离散物光波的基础上，各截面物光波经衍射到达全息面的复振

幅分布可用快速傅里叶变换(FFT)计算 [6]:

oi(pΔx,qΔy) = exp(jkdi)
jλdi

exp{ jk
2di

[(pΔx)2 + (qΔy)2]} × F
ì
í
î

ü
ý
þ

fi(m,n)exp{ }jk
2di

[(mΔx0)2 + (nΔy0)2] ,

p,m = 0~M - 1，q,n = 0~N - 1 , (2)

式中 Δx0 =
Δx
M

，Δy0 =
Δy
N

表示物平面取样间隔；M，N为取样数，m，n表示取样点序号；Δx ，Δy 为离散傅里

叶变换后对应的空域取样间隔，p，q为其取样点序号。根据 Shannon 采样定理，Δx = λdi

MΔx0
，Δy = λdi

NΔy0
。

全 息 平 面 上 的 物 光 波 复 振 幅 分 布 是 三 维 物 体 各 截 面 衍 射 光 波 的 叠 加 ，可 表 示 为

O(pΔx,qΔy) =∑
i = 1

N s

oi(pΔx,qΔy) ，此处 Ns代表截面个数。全息面上的光强分布是物光波与参考光波相干涉的结

果，离散光强可表示为
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I(pΔx,qΔy) = |O(pΔx,qΔy) + R(pΔx,qΔy)|2 =
|O(pΔx,qΔy)|2 + R2

0 + O(pΔx,qΔy)R*(pΔx,qΔy) + O*(pΔx,qΔy)R(pΔx,qΔy) , p = 0~M - 1，q = 0~N - 1 , (3)

式中 R(pΔx,qΔy) 是参考光 R(x,y) = R0 exp[j2π(αx + βy)] 的离散形式。

3 多三维物体计算全息图编码方法
根据(3)式加入参考光干涉记录，全息图的频谱面将包含零级像、原始像和共轭像频谱分量，直接计算

M×N点快速傅里叶变换将得到一个周期内的这些分量的数字频谱并存在混叠现象 [7-8]，为了能够区分记录

在同一张全息图上的多个三维物体并保留所有频谱分量以实现清晰的数字再现，通过对数字频谱特点的分

析，采用对全息面上三维物体的离散物光波先作数据预处理，再加入参考光对三维物体数字频谱进行水平

和垂直方向的位置调制形成干涉图的方法制作全息图。数据预处理是为了避免三维物体因调制所引起的

循环移位 [9]而导致的各像频谱分量混叠，用预处理后的数据进行干涉编码，所记录的三维物体的各像频谱分

量像素的准确位置可通过计算方法来确定，从而可在频谱面特定位置用窗函数滤出所需分量。具体编码过

程如下。

1) 根据(2)式对第 i个三维物体的各个截面通过一次快速傅里叶变换计算全息面上的物光场分布，叠加

后得到三维物体 i在全息面上的物光波分布 Oi(pΔx,qΔy) 。
2) 对M×N点的离散物光波数据 Oi(pΔx,qΔy)作相同点数的快速傅里叶变换得三维物体 i的离散数字频谱。

3) 对三维物体 i的数字频谱分别在水平和垂直两个方向上作 L倍扩展，扩展部分的频谱用零值填充，并

对扩展后的频谱作快速傅里叶逆变换，得预处理后的物光波信号 O′
i(pΔx,qΔy) ,即

O′
i(pΔx,qΔy) = F -1é

ë
ê

ù

û
ú

F [ ]Oi(pΔx,qΔy)
M × N

0
0 0

L∙M × L∙N
. (4)

4) 预处理后的信号 O′
i(pΔx,qΔy) 加入参考光产生计算全息干涉图 H :

H (pΔx,qΔy) = |O′
i(pΔx,qΔy) + R(pΔx,qΔy)|2 =

|O′
i(pΔx,qΔy)|2 + |R|2 + O′

i(pΔx,qΔy)R*(pΔx,qΔy) + O′
i

*(pΔx,qΔy)R(pΔx,qΔy)
p = 0,1,⋯,L∙M - 1,q = 0,1,⋯,L∙N - 1 , (5)

式中 R(pΔx,qΔy) 是参考光 Rexp [j2π(αx + βy)] 的离散表示形式，α ，β 表示载频系数，将分别控制各三维物

体在数字频谱面上水平与垂直方向的频谱移位位置。

5) 用同样的方法控制不同载频系数产生其他三维物体的计算全息干涉图。

6) 叠加各三维物体的计算全息干涉图并写成数字图像文件，即得到记录有多个三维物体的菲涅耳计算

全息干涉图。

4 全息图的数字再现
由于在编码过程中对数据进行了预处理并合理设置载频系数，在数字频谱面上各三维物体的频谱将处

于分离状态，因此全息图的数字再现可分为两个阶段，第一阶段是在数字频谱面的特定位置提取出各三维

物体的有效数字频谱，第二阶段是对分离出的各三维物体计算离散菲涅耳逆变换，根据制作参数改变再现

距离，可再现出各三维物体一系列截面的复振幅分布，从而实现三维物体的数字重建。根据编码(5)式计算

快速傅里叶变换，可知全息图数字频谱面上各三维物体零级像、原始像和共轭像频谱之间满足关系式

Fi(k1,k2) = Zi(k1,k2)L∙M × L∙N + Qi(k1 - l1,k2 - l2)L∙M × L∙N + Qi

*[ ]-(k1 + l1), - (k2 + l2)
L∙M × L∙N , 0 ≤ k1 ≤ L∙M - 1,0 ≤ k2 ≤ L∙N - 1 ,

（6）
式中 Fi(k1,k2) 表示第 i个三维物体的数字频谱，Zi 表示第 i个三维物体的零级像频谱，Qi 和 Qi

* 分别表示第 i

个三维物体的原始像和共轭像频谱，l1 和 l2 分别代表第 i个三维物体的有效频谱在数字频谱面上垂直和水

平方向上的循环移位位置。根据编码函数 [(5)式]与离散频谱 [（6）式]的之间的关系可推导出移位值 l1 和 l2

与编码参数之间将满足关系式 l1 = rem(αΔX,L∙M ) ，l2 = rem(βΔY,L∙N ) ，其中 rem()表示取余运算，α ，β 是编

码时所用载频系数，ΔX ，ΔY 是全息面水平和垂直方向的大小。

3
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在计算出的频谱位置用窗函数分别提取出各三维物体的有效原始像数字频谱，进行傅里叶逆变换后恢

复全息面上的三维物体的物光波复振幅分布 O(p,q) ，再利用制作时所用的波长和距离等参数计算离散菲涅

耳逆变换再现三维物体各截面信息。

使用提取的原始像分量恢复三维物体各截面信息的离散菲涅耳逆变换可表示为

fi(mΔx0 ,nΔy0) = F
ì
í
î

ü
ý
þ

O(p,q) × exp(-jkdi)
-jλdi

exp{ }-jk
2di

[(pΔx)2 + (qΔy)2] × exp{ }-jk
2di

[(mΔx0)2 + (nΔy0)2] ,

m = 0~M - 1，n = 0~N - 1 . (7)
从再现公式可知，采用与某个截面制作参数相对应的波长、再现距离等参数计算时可得到清晰的该截

面信息，而其他截面在此位置处只能形成模糊的衍射像。同理将(7)式中的 d改为-d也可以使用共轭像分量

恢复原三维物体的各截面信息。

5 实验仿真结果与讨论
5.1 计算全息图与数字再现结果

实验中模拟四个理想三维物体 1~4，每个三维物体取三个不同截面，截面大小为 128 pixel×128 pixel，每
个截面标有一组文字，如图 2~5所示。

由于计算全息图的灵活性，四个三维物体的全息图制作参数各自独立，模拟实验中，三维物体 1的模拟

波长取 532 nm，三个截面距全息面的距离分别取 1500，1700，1900 mm；三维物体 2 的相应的四个参数为

623 nm 和 1200，1450，1700 mm；三维物体 3的四个参数为 633 nm 和 1800，1950，2100 mm；三维物体 4的四

个参数为 532 nm 和 1800，1900，2050 mm。按(2)式计算四个三维物体的菲涅耳衍射场强度分布如图 6(a)~
(d)所示，大小为 128 pixel×128 pixel，所 对 应 的 数 字 频 谱 图 如 图 7(a)~(d)所 示 ，数 字 频 谱 大 小 同 样 为

128 pixel×128 pixel。
按第 3节所述编码方法控制不同载频系数的参考光波与三维物体在全息面上的物光波作干涉计算并叠

加，全息面的大小为 ΔX × ΔY 时，三维物体 1~4的参考光波载频参数 α ，β 分别取值为 æ
è

ö
ø

384
ΔX , 0 ，æ

è
ö
ø

256
ΔX , 0 ，

æ
è

ö
ø

0, 384ΔY 和 æ
è

ö
ø

0, 256ΔY 。得到记录有四个三维物体的菲涅耳计算全息图和数字频谱图如图 8和图 9所示，其中

频谱扩展倍率取 4，计算全息图和数字频谱图大小均为 512 pixel×512 pixel。

图 2 三维物体 1的三个截面。(a) 截面 1; (b) 截面 2;

(c) 截面 3

Fig.2 Three sectional profiles of three-dimensional

object 1. (a) Profile 1; (b) profile 2; (c) profile 3

图 3 三维物体 2的三个截面。 (a) 截面 1; (b) 截面 2;

(c) 截面 3

Fig.3 Three sectional profiles of three-dimensional

object 2. (a) Profile 1; (b) profile 2; (c) profile 3

图 4 三维物体 3的三个截面。(a) 截面 1; (b) 截面 2;

(c) 截面 3

Fig.4 Three sectional profiles of three-dimensional

object 3. (a) Profile 1; (b) profile 2; (c) profile 3

图 5 三维物体 4的三个截面。 (a) 截面 1; (b) 截面 2;

(c) 截面 3

Fig.5 Three sectional profiles of three-dimensional

object 4. (a) Profile 1; (b) profile 2; (c) profile 3

4
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在图 8所示计算全息图中，全息面上四个三维物体物光波处于混叠状态；在图 9所示数字频谱图中，数

字标记 ① 、② 、③ 、④ 和 ① *、② *、③ *、④ *分别表示三维物体 1~4的原始及共轭像频谱所在位置，大小

各为 128 pixel×128 pixel，频谱图的中间区域是四个三维物体的零级像频谱所在位置，为 256 pixel×256 pixel。
以三维物体 1的数字频谱为例，当频谱中心移至图像中心位置时，未加载频控制时原始像和共轭像频谱将出

现在频谱面中心位置，即原始像有效频谱位于左上角顶点坐标为(257，257)与右下角顶点坐标(384，384)之
间大小为 128 pixel×128 pixel的像素块区域，共轭像有效频谱位于左上角顶点坐标为(129，129)与右下角顶

点坐标（256，256）之间大小为 128 pixl×128 pixel的像素块区域。当参考光波载频参数 (α,β) 取值为 æ
è

ö
ø

384
ΔX , 0

时，根据(6) 式 ,原始像和共轭像的数字频谱将在频谱面的垂直方向分别沿向上和向下两个方向作 384 pixel
的循环移位，因此原始像频谱将循环移位至频谱面坐标位置为(385，257)与(512，384)之间的区域，而与此同

时共轭像频谱将循环移位至坐标位置为(1，129)与(128，256)之间的区域，即图 9中 ① 和 ① * 所指示处。用

同样的方法可控制其余三维物体的数字频谱位置。从频谱图可以看出；经过编码数据的预处理，虽然在全

息图上四个三维物体物光波混叠，但在数字频谱面上四个三维物体的频谱分量处于分离的状态。因此完全

可以从数字频谱图相应位置分离出彼此互不影响的四个三维物体。从分离出的各个三维物体频谱分量中，

再利用三维物体 1~4的全息图制作参数恢复各截面信息。在图 9中提取四个三维物体的原始像分量并按记

录时所用的制作参数计算离散菲涅耳逆变换得到四个三维物体的各个截面数字再现像如图 10~13所示，各

图中的(a)~(c)分别是三维物体三个截面重现距离与记录距离相同时计算得到的数字再现效果。

从再现图中可以看出，对三维物体的某一截面，只有重现距离与记录距离相等时，才能清晰再现该截面

上的物体信息，否则只能得到模糊的衍射像，符合三维显示特点。

图 7 三维物体 1~4的数字频谱图。（a）物体 1; (b) 物体 2;

(c)物体 3; (d) 物体 4

Fig.7 Digital spectra of three-dimensional objects 1~4.

(a) Object 1; (b) object 2; (c) object 3; (d) object 4

图 9 对应的数字频谱图

Fig.9 Corresponding digital spectrum

图 6 三维物体 1~4的菲涅耳衍射分布。(a) 物体 1;

(b) 物体 2; (c) 物体 3; (4) 物体 4

Fig.6 Fresnel diffraction distributions of objects 1~4.

(a) Object 1; (b) object 2; (c) object 3; (d) object 4

图 8 菲涅耳计算全息图

Fig.8 Fresnel computer-generated hologram

图 10 三维物体 1的截面数字再现结果(波长 532 nm)。

(a) d1=1500 mm; (b) d2=1700 mm; (c) d3=1900 mm

Fig.10 Digital reconstruction images of three-dimensional

object 1 (wavelength 532 nm). (a) d1=1500 mm;

(b) d2=1700 mm; (c) d3=1900 mm

图 11 三维物体 2的截面数字再现结果(波长 623 nm)。

(a) d1=1200 mm; (b) d2=1450 mm; (c) d3=1700 mm

Fig.11 Digital reconstruction images of three-dimensional

object 2. (wavelength 623 nm) (a) d1=1200 mm;

(b) d2=1450 mm; (c) d3=1700 mm
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5.2 重建参数对再现像的影响

三维物体截面信息的恢复建立在正确的频谱位置、波长和再现距离等参数计算的基础上，若频谱位置、

波长或再现距离中的任何一个参数出现偏差都将影响三维物体的数字重建。以三维物体 1截面 1的数字再

现为例，图 14(a)~(c)给出了当频谱位置、波长或再现距离出现偏差后的数字再现像结果。可以看出，当参数

偏差超过一定数值时，原始信息将无法清晰再现。

图 14 重建参数偏差对再现像的影响。 (a) 80 pixel频谱位置偏离 ; (b) 100 nm波长偏差 ; (c) 150 mm再现距离偏差

Fig.14 Effect of parameter deviation on reconstructed image. (a) 80 pixel spectrum position deviation;

(b) 100 nm wavelength deviation; (c) 150 mm reconstruction distance deviation

定义归一化互相关函数 CN =
∑
x,y

p(x,y)∑
x,y

p
~ (x,y)

∑
x,y

p2 (x,y) ，其中 p(x,y) 和 p͂(x,y) 分别表示有无参数偏差时的数字再

现像，图 15给出了各参数与 CN值之间的关系，可以看出随着参数偏差值的增大，CN值呈现下降趋势，因此数

字重建中所用到的参数还具有多重加密密钥的特点，具备较高的安全性。

图 15 参数偏差与 CN值之间的关系。 (a) 水平位置出现频谱位置 ± 100 pixel偏差 ; (b) 再现距离出现 ± 150 mm偏差 ;

(c) 波长出现 ± 100 nm偏差

Fig.15 Relationship between CN and parameter deviation. (a) ± 100 pixel spectrum position deviation;

(b) ± 150mm reconstruction distance deviation; (c) ± 100nm nm wavelength deviation

6 结 论
结合 CGH和数字再现，实现了多个三维物体的数字记录和数字重构，通过参考光调制前的数据预处理

及不同载频系数参考光调制避免了数字频谱面上三维物体之间的混叠，做到同一张全息图上多个三维物体

的同时记录，扩大了全息图的记录容量，节约了存储空间，节省了传输带宽。在所提出的算法中，一张

M × N × L2（其中 L 表示频谱扩展倍数，取 L = 2i）个像素大小的计算全息图可以存储 2 × (L - 2) 个三维物体，

每个三维物体中可含有 M × N 个像素大小的多个截面。在数字再现阶段，所给出的频谱面上零级像、原始像

和共轭像数字频谱之间的确切位置关系为有效分离各个三维物体提供了理论依据。信息记录和再现的全

数字解决方案及重建参数对再现像的约束关系使得所提出的方法可应用于多重三维水印信号、图像通信、

信息隐藏等应用领域 [10]，在嵌入式系统设计中将更有利于实现算法到芯片的移植 [11-12]。

图 12 三维物体 3的截面数字再现结果（波长 633 nm）。

(a) d1=1800 mm; (b) d1=1950 mm; (c) d1=2100 mm

Fig.12 Digital reconstruction images of three-dimensional

object 3. (wavelength 633 nm)

(a) d1=1800 mm; (b) d1=1950 mm; (c) d1=2100 mm

图 13 三维物体 4的截面数字再现结果（波长 532 nm）。

(a) d1=1800 mm; (b) d1=1900 mm ; (c) d1=2050 mm

Fig.13 Digital reconstruction images of three-dimensional

object 4. (wavelength 532 nm)

(a) d1=1800 mm; (b) d1=1900 mm ; (c) d1=2050 mm
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