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求解非线性薛定谔方程的几种方法

员保云 庞 晶
内蒙古工业大学理学院 , 内蒙古 呼和浩特 010051

摘要 近年来，用光孤子传输信息的光纤通信系统在长距离、大容量传输方面凸显了自身的优势，必将在新一代通信

技术与商用上发挥巨大的作用。光孤子在光纤中的传输满足非线性薛定谔方程。从寻求行波变换、求解过程和解的

物理意义等方面，对于求解非线性薛定谔方程常用的三种求解方法即 Jacobi椭圆函数展开法、三角函数假设法和试

探函数法进行了分析整理及优劣比较，并引入了新近提出的(G′/G)展开法。计算表明，(G′/G)展开法在行波变换和

计算过程都相对其他三种方法简单，且得到的解也较为丰富，因此，该展开法在非线性薛定谔方程及相关方程的求解

中具有广阔的应用前景。
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Several Methods for Solving Nonlinear Schrödinger Equation
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Abstract In recent years, the fiber optical communication system that uses optical soliton to transmit information
has shown its advantages in long transmission distance and large capacity. It will play a great role in the new
generation of communication and business. The transmission of optical soliton in optical fiber obeys the nonlinear
Schrödinger equation. In this paper, three commonly used methods for solving nonlinear Schrödinger equation, i.e.,
Jacobi elliptic function expansion method, trigonometric function assumption, and trial function method, are analyzed
and compared from the aspects of seeking traveling wave transformation, solving process and physical significance
of solution, and so on. Moreover, we introduce the newly proposed (G′/G) expansion method. Calculation shows that
(G′/G) expansion method is easier than the other three methods in traveling wave transformation and calculation
process. Besides, it also has relatively rich solutions. Therefore, this expansion method solving the nonlinear
Schrödinger equation and the related equations has a wide application prospect.
Key words fiber optics; Jacobi elliptic function expansion method; trigonometric function assumption; trial
function method; (G′/G) expansion method; nonlinear Schrödinger equation
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1 引 言
非线性薛定谔(NLS)方程是在光纤无损耗的特殊条件下得到的一种应用广泛的非线性偏微分方程 [1]。

近年来，光孤立子在通信中的应用研究 [2]引起了工业界和学术界的高度重视，而 NLS方程具备了通信的高码

率、长距离和大容量等优点，成为描述光纤中的光孤立子的主要方程之一 [3]。同时，非线性薛定谔方程还可

以用来讨论单色波的一维自调适、非线性光学的自陷现象、固体中的热脉冲传播、等离子体中的 Langnui波、

超导电子在电磁场中运动以及激光中原子的 Bose-Einstein凝聚效应等，因此，对该方程的精确解的研究具

有很重要的物理意义。

然而 NLS方程是涉及到复数范围的非线性方程 [4-5]，这给求解带来了诸多困难。学者们已提出了一些求
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解方法，如直接积分法、反演散射方法、Jacobi椭圆函数展开法 [6]、修正的 Jacobi椭圆函数展开法、三角函数

假设法 [8]、黎卡提投影方程映射法、试探函数法 [9-11]等。本文以薛定谔方程为例，首先介绍了三种常用的非线

性发展方程的求解方法，然后使用新近提出的(G′/G)展开法 [12-15]获得了 NLS方程的行波解。通过比较，认为

(G′/G)展开法将在NLS方程及相关方程的求解中有广阔的应用前景。

2 常用的三种行波变换求解方法
本文讨论的低阶 NLS方程写作

i ∂u∂t + α ∂2u
∂x2 + β ||u 2

u = 0 , (1)

式中 α 和 β 分别为频散系数和朗道系数。

下面先介绍常用的行波变换求解方法，即 Jacobi椭圆函数展开法、三角函数假设法和试探函数法。

2.1 Jacobi椭圆函数展开法

该方法的基本思想是：通过行波变换

u = φ(ξ)exp[i(κx - ωt)], ξ = p(x - c g t) , (2)

和约束条件 2αk = c g ，即 k = c g
2α = 1

2α
∂ω
∂k（这就是色散关系 [4]），(1)式转化为常微分方程，将常微分方程的振幅

解表示为 sn ξ， cn ξ， dn ξ和cs ξ 的多项式形式的解。把形式解代入常微分方程，并利用 Jacobi椭圆函数的

性质 [4]，求解可得对应的包络周期解。其解如下 [7]：

u1 = ±m 2γ
（1 + m2）β

sn - γ

(1 + m2)α (x - ct)exp[i(κx - ωt)] , (3)

u2 = ±m 2γ
（2m2 - 1）β

cn γ

(2m2 - 1)α (x - ct)exp[i(κx - ωt)] , (4)

u3 = ± 2γ
（2 - m2）β

dn γ

(2 - m2)α (x - ct)exp[i(κx - ωt)] , (5)

u4 = ± - 2γ
（2 - m2）β

cs γ

(2 - m2)α (x - ct)exp[i(κx - ωt)] . (6)

当模数m取 1时，包络周期解退化为相应的包络冲击波解或包络孤立波解，其解如下 :

u5 = ± γ
β
tan h - γ

2α (x - ct)exp[i(κx - ωt)] , (7)

u6 = ± 2γ
β

sec h γ
α
(x - ct)exp[i(κx - ωt)] , (8)

u7 = ± 2γ
β

sec h γ
α
(x - ct)exp[i(κx - ωt)] , (9)

u8 = ± - 2γ
β

csc h γ
α
(x - ct)exp[i(κx - ωt)] . (10)

2.2 三角函数假设法

该方法的基本思想是：通过引入行波变换

u = φ(ξ)expé
ë

ù
û

- ω
2 i( x

α
- mt) ,ξ = x + ωt ， (11)

直接将(1)式转化为常微分方程。假设常微分方程振幅解形式为 [8]

φ(ξ) = g 0 +∑
i = 1

n

[ ]gi sin z(ξ) + fi cos z(ξ) , (12)

且满足

dz(ξ)
dξ = a sin z(ξ) + b cos z(ξ) + c , (13)
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将(12)、(13)式代入常微分方程，由于给出了辅助方程 sin z(ξ)和 cos z(ξ) 的多种形式的解，所以可以构造薛定

谔方程的若干精确孤立波解。当 sin z(ξ)和 cos z(ξ) 取如下解时，

cos z(ξ) =
(b - c)2 - é

ë
ù
û

a + a2 + b2 - c2 coth( a2 + b2 - c2 /2)ξ 2

(b - c)2 + a + é
ë

ù
û

a2 + b2 - c2 coth( a2 + b2 - c2 /2)ξ 2 , (14)

sin z(ξ) =
2(b - c)é

ë
ù
û

a + a2 + b2 - c2 coth( a2 + b2 - c2 /2)ξ
(b - c)2 + é

ë
ù
û

a + a2 + b2 - c2 coth( a2 + b2 - c2 /2)ξ 2 , (15)

可得(1)式的如下孤立波解

u1 = 2α b

β
sech[2b( )x + ωt ]expé

ë
ê

ù
û
úb2αit - iω(2x + ωt)

4α ，

u2 = - 2α bi[1 + 2 tanh 2 2 b( )x + ωt ]
β [ 2 ± tanh 2 2 b(x + ωt)] expé

ë
ê

ù
û
ú-4b2αit - iω(2x + ωt)

4α ,

u3 = 2α bi[1 ∓ 2 tanh 2 2 b( )x + ωt ]
β [ 2∓ tanh 2 2 b(x + ωt)] expé

ë
ê

ù
û
ú-4b2αit - iω(2x + ωt)

4α ,

u4 = ± 2α bi coth b(x + ωt)
β [1 ± coth b(x + ωt)]2 exp

é
ë
ê

ù
û
ú-2b2αit - iω(2x + ωt)

4α ,

u5 = ∓ 2α bi coth b(x + ωt)
β [1 ± coth b(x + ωt)]2 exp

é
ë
ê

ù
û
ú-2b2αit - iω(2x + ωt)

4α ,

u6 = ± 2α b（a2 + b2） sech 2 a2 + b2 ( )x + ωt exp[ ]i(a2 + b2)αt - iω(2x + ωt)/4α
β [(a2 + b2) + a a2 + b2 tanh 2 a2 + b2 (x + ωt)]

u7 = ±expé
ë
ê

ù
û
ú-2(a2 + b2)αit - iω(2x + ωt)

4α
2α（a2 + b2) i[a + 2 a2 + b2 coth a2 + b2 ( )x + ωt + a coth2 a2 + b2 (x + ωt)]
β [a2 + b2 + 2a a2 + b2 coth a2 + b2 (x + ωt) + (a2 + b2)coth2 a2 + b2 (x + ωt)] .

2.3 试探函数法

该方法的基本思想是：通过引入变换和选准试探函数 [9]，

ì
í
î

ï

ï

u = exp[i(px + qt)](u0 + vy )
v = a ln(b + y2)
y = exp(kx - wt)

, (16)

将难于求解的非线性偏微分方程化为易于求解的代数方程，然后用待定系数法求出相对应的常数，从而求

得薛定谔方程的指数函数解，

u = ±expé
ë
ê

ù
û
úi w

2kα x + 4k4α2 - w2

4k2α
t
2 2k2bα/β exp(kx - wt)

b + exp[2(kx - wt)] . (17)

当 b取不同的值时，可得到无穷多个不同的特解。

取 b = 1，可得方程的孤波解为

u = ±expé
ë
ê

ù
û
úi w

2kα x + 4k4α2 - w2

4k2α
t 2k2α

β
sech(kx - wt) , (18)

取 b = -1，可得方程的奇异行波解为

u = ±expé
ë
ê

ù
û
úi w

2kα x + 4k4α2 - w2

4k2α
t - 2k2α

β
csch(kx - wt) . (19)

以上三种方法，在寻求行波变换的过程中，Jacobi椭圆函数展开法比其他两种方法容易；在方程求解过

程中，试探函数法 [10-11]求解思路简单，计算量明显小；从物理意义的角度看，由于 Jacobi椭圆函数展开法必须

限定在 2αk = c g 的条件下解才有意义，所以物理意义比较局限，相比较而言，试探函数法和三角函数假设法

3
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的物理意义更具有普遍性。综上所述，试探函数法的优势较大，只要解决如何给每一类方程寻求合适的试

探函数的问题，将会使方法更加完善。

3 (G′/G)展开法
给定非线性方程，为简单起见以两个自变量为例 :

P ( )u,ut,ux,uxt,utt,uxx,⋯ = 0 . (20)

用(G′/G)展开法求(20)式的行波解，其基本步骤如下

设(20)式的行波变换为

u(x, t) = u(ξ), ξ = x - ct , (21)

式中 c为待定常数。将（21）式代入(20)式，则(20)式化为 u(ξ) 的常微分方程 :

Q( )u,u′,u″,⋯ = 0 . (22)

设 u(ξ) 可以表示为(G′G)的多项式

u(ξ) =∑
i = 0

n

ai
æ
è

ö
ø

G′
G

i

, (23)

这里 ai( )i = 0,1,2,⋯,n 为待定常整数，n通过齐次平衡原则(考虑非线性特点、色散和耗散的阶数因素，按照

最高阶数可部分平衡的原则)确定。参照文献 [16-17], G(ξ) 满足下面的二阶线性常微分方程 :

G″(ξ) + λG ( )ξ = 0 . (24)

把 (23)式代入 (22)式中并利用 (24)式，可得到关于 (G′/G)的多项式，令其系数为零后，得到关于

ai( )i = 0,1,2,⋯,n ，c 和 λ的代数方程组。

求解上述代数方程组，把得到的 ai( )i = 0,1,2,⋯,n ，c 和 λ的值代入(23)式，就可得到(20)式的精确行波解。

为求解(1)式，引入如下变换 :

u = φ(ξ)expé
ë

ù
û

- ω
2 i( x

α
- mt) , ξ = x + ωt . (25)

将(25)式代入(1)式，将其转化为常微分方程：

αφ″ - æ
è
ç

ö
ø
÷

ωm
2 + ω2

4α φ + βφ3 = 0 . (26)

通过(G′/G)展开法和齐次平衡原则，设(26)的解为

φ( )ξ = a0 + a1
G′( )ξ
G(ξ) = a0 + a1ϕ( )ξ , (27)

式中 G(ξ) 满足(24)式，而(24)式又可以化为

ϕ′( )ξ = -λ - ϕ(ξ)2 . (28)

将(27)式代入(26)式，并利用(28)式化简为关于 ϕ(ξ) 的各幂次多项式，得到如下一组代数方程组

ì

í

î

ï
ï

ï
ï

φ(ξ)3: 2a1α + a3
1 β = 0

φ(ξ)2: 3a0a
2
1 β = 0

φ(ξ)1: 2a1λα - a1γ + 3a2
0a1φ = 0

φ(ξ)0: -a0γ + a3
0 β = 0

. (29)

从上式很容易求得

a0 = 0 ，a1 = - 2α
β

( αβ < 0 )，m = 8λα2 - ω2

2αω . (30)

把(30)、(27)式代入(25)式，可得(1)式的如下精确行波解 :
当 λ > 0 时，

u1(ξ) = - 2α
β

A1 λ sin( λ ξ) - A2 λcos( λ ξ)
A1 cos( λ ξ) + A2 sin( λ ξ) expé

ë
ê

ù
û
ú- ω

2 iæ
è

ö
ø

x
α

- mt , (31)

当 λ < 0 时，

4
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u2 (ξ) = - 2α
β

A1 -λ sinh( -λ ξ) + A2 -λcosh( -λ ξ)
A1 cosh( -λ ξ) + A2 sinh( -λ ξ) expé

ë
ê

ù
û
ú- ω

2 iæ
è

ö
ø

x
α

- mt . (32)

至此，用(G′/G)展开法求解了(1)式，得到了新的分数型精确解，不同于 Jacobi椭圆函数展开法的 Jacobi
椭圆函数解和试探函数法的指数函数解。虽然三角函数假设法也得到了分数型精确解，但是由于

sin z(ξ)和 cos z(ξ) 取值的复杂性，其计算量是相当大的。本文假设了 G(ξ) 满足（24）式的二阶线性偏微分方

程，由文献[13]可知用 tanh函数法可求得与本文等价的 tanh型的孤立波解，如果采用文献[18]中 G(ξ) 的辅助

方程，将会得到不同类型的更加丰富的解。综上所述，(G′/G)展开法只是在选定某一特定辅助方程时，其解

与 tanh函数法是等价的。因此，采用(G′/G)展开法求解是必要的和有意义的。

4 结 论
Jacobi椭圆函数展开法限制了一个约束条件，三角函数假设法采用了一个特殊的行波变换，试探函数

法寻求了合适的试探函数，解决了方程中的虚数单位 i，从而成功求解了 NLS方程，进一步揭示了基于行波

解求解非线性发展方程的理论方法与技巧。用(G′/G)展开法求解了低阶非线性薛定谔方程，从求解过程和

结果看，此方法计算简单有效。(G′/G)展开法对高阶非线性薛定谔方程和变系数非线性薛定谔方程的求解

是否简易可行，将需要进一步的研究和探索。
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