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数字梯度敏感法测量 PMMA板裂纹尖端的应力强度
因子

张 蕊
昆明理工大学工程力学系 , 云南 昆明 650500

摘要 用数字梯度敏感法(DGS)测量了聚甲基丙烯酸甲酯(PMMA)板的张开型应力强度因子(SIF)。用 DGS方法测

量了 PMMA板裂纹附近应力集中区的应力梯度（或偏转角）。此方法先用数字图像相关法(DIC)测量了透明试件裂

纹尖端附近的全场位移，再根据光弹效应获得光线在透明固体应力集中区的全场偏转角，在平面应力条件下，偏转角

可以与应力梯度建立联系从而获得应力集中区的应力梯度。由应力梯度场测量了裂纹尖端的应力强度因子。在应

力强度因子的求解过程中提出了一种迭代最小二乘拟合应力梯度场的方法，此方法可同时得出应力强度因子与裂纹

尖端位置。将实验结果与理论值进行了比较，结果显示数字梯度敏感方法准确地测量了复合型应力强度因子。
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Evaluating Crack Tip Stress Intensity Factors of PMMA
Using Digital Gradient Sensing Method
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Abstract This paper focuses on the application of digital gradient sensing (DGS) method to the determination
of stress intensity factors (SIFs) for cracks in polymethyl methacrylate (PMMA). First，the full- field
displacement fields of the test sample are recordedusing digital image correlation (DIC), and then the angular
deflections of light rays propagating through the material are obtained based on the elasto- optical effect
exhibited by transparent materials subjected to non-uniform state of stress. Under plane stress conditions, the
deflections of light rays can be related to two orthogonal in- plane stress gradients. In this way, the stress
gradients near the crack on PMMA plates are quantified, and then cracktip SIFs are extracted from DGS
Measurements using the method of nonlinear least-squares proposed. With the obtained SIFs, crack tip location
is determined simultaneously. For validation, the SIF determined is compared with theoretical results,
confirming the effectiveness and accuracy of the proposed technique. Therefore, it DGS method is a practical
and effective tool for SIF measurement.
Key words measurement; digital gradient sensing method; stress intensity factors; elasto-optical effect; nonlinear
least-squares; transparent materials
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1 引 言
随着科学技术的发展，透明材料的使用范围越来越广，人们对其性能的要求也越来越高，例如将透明材

料用于制造汽车的挡风玻璃、电子显示屏、飞机的座舱盖、密封头盔观察窗以及军队使用的透明防弹衣 [1-2]。

同时，许多新兴透明材料在其他的工程中也有广泛的应用 [3]。在防弹衣、密封头盔观察窗的实际应用中，构

收稿日期：2013-10-14；收到修改稿日期：2013-10-21; 网络出版日期 : 2014-01-16

基金项目 : 云南省昆明理工大学基金（14118683）

作者简介 : 张 蕊（1982—），女，博士，讲师，主要从事光测力学方面的研究。E-mail: zrui0310@163.com



51, 021202(2014) 激光与光电子学进展 www.opticsjournal.net

021202-

件受到冲击后仍保持透明性及继续承受载荷撞击的能力对于人身安全至关重要。为保证人身安全，确认透

明材料和结构是否能经得起载荷冲击，需分析应力、变形等力学性能参数的变化对结构的影响。同时，应

力、变形等力学性能参数也是研究断裂机理和量化断裂参数的必要内容。一些研究人员已经利用材料的透

明性研究了应力、应力梯度及其断裂行为。文献[4]报道了一种 Mach-Awhnder干涉法，能测量透明聚甲基

丙烯酸甲酸(PMMA)材料界面裂纹附近的应力场。文献 [5-6]利用材料的透明性特点研究了透明聚合物的

动态断裂，以了解材料的力学行为并验证已有断裂力学理论。也有一些工作研究了玻璃及透明陶瓷的单层

板或层合板内的裂纹止裂和分裂问题 [7-8]。Xu等 [9]利用透射式焦散线研究了 PMMA板的断裂特性并测量了

V型缺口尖端的应力强度因子(SIF)。Yao等 [10]用一种基于横向剪切相关的相干梯度敏感算法用于研究断裂

问题，测量了裂纹附近的应力梯度场以及裂尖参数，并对功能梯度材料的静态断裂行为进行了实验研究。

Xu等 [11]用相干梯度敏感法对含偏移裂纹的 PMMA板进行了三点弯曲实验 ,测量了裂尖应力场、变形场的演

化及裂尖应力强度因子 ,分析了含各种偏移裂纹试件的断裂行为。因此，利用材料的透明性测量应力梯度场

及全场应力，研究其断裂行为包括量化相应的断裂参数具有重要的学术意义和工程应用背景。

Periasamy等 [12]于 2012年提出了一种可以测量透明件应力集中区的应力梯度场及应力场的数字梯度敏

感(DGS)方法。此方法首先用数字图像相关法(DIC)测量了透明试件应力集中区的全场位移，再根据应力-
光学效应获得光线在透明固体应力集中区的全场偏移角，在平面应力条件下，偏移角可以与应力梯度建立

起联系从而获得应力集中区的应力梯度。该方法由于对应力梯度敏感，因此命名为数字梯度敏感法。

文献[13]将数字梯度敏感法用于张开型应力强度因子的测量，测量过程中假设存在 K控区(指应力强度因

子控制断裂过程)，计算 SIF仅采用Williams展开式的第一项。然而文献[14]显示 3D区(指平面应变区)外并非

总是存在 K控区，同时该文献在计算 SIF时采用最小二乘拟合法，此方法需预先准确确定裂纹尖端位置，裂纹

尖端位置的准确确定是确保 SIF测量精度的关键，然而当裂纹尖端位置模糊时，裂纹尖端位置难以准确确定。

实际测量中由于裂纹尖端位置的测量误差使得应力强度因子的测量结果具有一定的分散性 [15-16]。

本文将数字梯度敏感方法用于透明件裂纹尖端应力强度因子的测量，判断所测试件是否存在 K控区，

当不存在 K控区时，采用 Williams多项展开式计算 SIF。同时提出一种迭代最小二乘法拟合偏转角进而计

算 SIF，此方法以裂纹尖端位置为未知量进行迭代，只需给定初值，计算结果将收敛于准确的裂纹尖端位置，

同时计算出 SIF。

2 测量原理
2.1 数字梯度敏感方法

数字梯度敏感法测量裂纹尖端应力集中区应力梯度的实验装置如图 1所示，包括被均匀照明的具有随

机散斑的目标板、一个透明的被测对象和一个具长焦距的数字摄像机。拍摄未加载时的图像为参考图像，

此图像为目标板上的散斑透过标称厚度为 B、折射率为 n 的透明样本而成的图像，即目标板上的任意点 P对

应透明样本上的 Q点被相机记录。在透明板的边缘施加线性载荷后，由于应力集中使得透明板的厚度和折

射率发生变化，从而导致光线产生微小偏转，如图 1所示，即参考状态下的光线 OP在变形后对应 OQ。通过

量化 PQ并且确定目标板和透明样本之间的距离 Δ 即可求出光线偏转角。向量 PQ 的分量（即位移）可由数

字图像相关法测得。文献[12]推导了偏转角和位移的关系，得到了光力学控制方程，即由光弹方程和平面应

力条件推导出偏转角和应力梯度的关系（已知变形前被测透明材料的厚度和折射率）：

φx:y ≈ δx:y
Δ

≈ αx:y = CσB
∂(σxx + σyy )

∂( )x:y , (1)

式中 Cσ 为样本的光弹常数，B 为样本厚度，：为或的意思。因此 ,通过拍摄透过加载前后透明板的目标板上

的散斑，可以获得参考图像与变形图像。随后由数字图像相关法可以获得全场位移 δx 和 δy 。已知透明板

和目标板之间的距离 Δ ,则可以算出全场偏转角度 φx 和 φy 。
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图 1 测量裂纹尖端应力集中区的应力梯度的数字梯度敏感法测量系统示意图

Fig.1 Schematic diagram of digital gradient sensing method for testing the stress gradient at the crack tip

2.2 基于迭代最小二乘法的应力强度因子估计

用最小二乘法计算应力强度因子时，必须已知裂尖位置。因为应力强度因子的计算过程中需将 DIC测

得的变形场位移数据转换成以裂尖位置为坐标原点的数据。本文中的方法以应力强度因子和裂纹尖端位

置为未知量 ,采用迭代最小二乘法求解应力强度因子。

由张开型裂纹尖端附近的Williams应力场展开式，偏转角展开式(或面内应力梯度)写作
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式中 Cσ ≈ -0.9 × 10-10 m2 /N 是 PMMA的光弹常数 , B = 9 mm 为板的厚度，r 和 θ 为以裂纹尖端为中心的极坐

标。 (2)式中函数展开项的第一项系数 A1 与 I型应力强度因子 KI 之间的关系为：A1 = KI 2 π 。因此，(2)式

的位移场可重新表示为
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ïï

φxk =∑
n = 1

N

An f In (rk ,θk)

φyk =∑
n = 1

N

An g In (rk ,θk)
, (3)

式中 f In 和 g In 是极坐标 r 和 θ 的已知函数，具体表达式见（2）式。 N 表示位移场展开项的项数。实际上位

移点离裂纹尖端越远，其函数展开项所需项数越大。 k = 1,2,⋯M, M表示位移场数据总数。以裂纹尖端位

置为原点的极坐标方程为
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, (4)

式中 x0 和 y0 为直角坐标系下的裂纹尖端坐标。

假设裂纹尖端位置已知，则可通过最小二乘法计算出未知 An 。然而（4）式是未知参数 An ，x0 ，y0 的非

线性函数。为求解这些未知参数，本文提出基于 Newton-Raphson法的迭代最小二乘法拟合偏转角求解，

其思想基于 Sanford[17]提出的由光弹条纹计算应力强度因子的方法。（4）式可重新写为
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对(5)式进行泰勒展开产生如下迭代方程：

ì

í

î

ïï

ïï

(hxk)i + 1 = (hxk)i + (∂hxk

∂A1
)iΔA1 + ⋯ + (∂hxk

∂x0
)iΔx0 + (∂hxk

∂y0
)iΔy0

(hyk)i + 1 = (hyk)i + (∂hyk

∂A1
)iΔA1 + ⋯ + (∂hyk

∂x0
)iΔx0 + (∂hyk

∂y0
)iΔy0

, (6)

下标 i表示第 i步迭代，ΔA1,⋯,Δx0 和 Δy0 是对之前 A1,⋯,x0 和 y0 估计值的更正。期望值 ( )hxk i + 1 = 0 和

( )hyk
i + 1

= 0 时(6)式变为
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(2)式可以矩阵的形式表示为
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用线性最小二乘法计算(9)式：

w = (bT
b)-1bT

h . (10)

方程的解是对之前系数估计值的校正。因此，用迭代法获得系数的最佳解。对未知量的估计值做如下

迭代：

( )A1 i + 1 = ( )A1 i
+ ΔA1

⋮ ⋮ ⋮
( )x0

i + 1 = ( )x0
i
+ Δx0

( )y0
i + 1 = ( )y0

i
+ Δy0

. (11)

以上程序重复计算直到更正值达到预先设定的足够小值。所提出的方法由于项数 N的改变而得到多

组 SIF值。通过计算出的 SIF来重建偏移角场，并与测量的偏移角场进行比较，最终由二者差的绝对值之和

RSAD 决定 SIF，即收敛判据为

RSAD =∑ ||φk - φkr , （12）

式中 φk 表示测得的微小偏转角，φkr 表示由计算的 SIF重建的微小偏转角。因此 SIF的最终值通过最小化

RSAD 确定。

3 实 验
利用 DGS方法研究断裂问题的实验装置如图 2(a)所示，包括光源、目标板、带边界裂纹的透明试样和一

个摄像机。目标板表面用黑漆喷涂，形成随机分布的斑点。透明试样平行放置在目标板的前方，两者之间

的距离为 Δ = 24.5 mm 。摄像机放置在试样前方距离试样 L = 500 mm(L≫ Δ) 处。摄像机放置在试样前方距

离试样足够远处，并且透过试样感兴趣区域对目标板聚焦成像。采用两个冷光源照明目标板。实验采用的
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三点弯曲试样如图 2(b)所示，图中 P为作用于试件的载荷、a为裂纹长度，试样厚 9 mm、宽 59 mm，两加载点

间距离为 160 mm。图 2(c)为未加载时拍摄的散斑图，从图中可以看出裂纹尖端模糊，而无法预先确定裂纹

尖端的位置，所以采用本文提出的迭代最小二乘法计算 SIF。

图 2 实验装置及试件。(a)实验装置 ; (b)三点弯曲试样 ; (c)未加载时的散斑图

Fig.2 Experimental setup and specimen. (a) Experimental setup; (b) three-point bending of the specimen; (c) speckle

pattern without loading

在实验过程中，采用微机控制电子万能试验机施加拉伸加载载荷。试样夹持在电子万能试验机上，将

CCD相机（分辨率 2048 pixel×2448 pixel）放置在试样正前方处，使其光轴与试样轴线垂直。准确聚焦时成

像系统放大倍数为 40 pixel/mm。首先，用 CCD采集未变形状态下试样表面的图像作为参考图像，然后采集

100，200，300,…,700 N时的图像作为该载荷的目标图像。

4 结果与讨论
用 DGS分析这些图像时，使图像均转过 90°。预先估计裂纹尖端为坐标原点，且 x方向向右为正，y方向

向下为正。选择裂纹尖端附近区域作为感兴趣区域，在载荷作用下试样表面的散斑会随着试样一起变形并

记录试样表面的变形信息，但由于裂纹区域并没有随着试样一起变形的散斑标记而被视为无效区域 ,本文对

这些无效区域进行标记（即通过绘制一个封闭区域来近似该无效区域）以避免对这些区域进行计算。图像

子区大小为 41 pixel×41 pixel，计算步长为 10 pixel，共计算 100×94点。用DIC计算出位移场 δx 及 δy 。已知

目标散斑板和透明样板之间的距离 Δ ,则可通过(1)式计算得到不同载荷下的 φx 场及 φy 场 ,其等值线如图 3

所示。图中 1 pixel代表 40 mm。用 2.2节所述的迭代最小二乘法拟合偏转角度场计算 SIF。
为了避免三维效应 [18]，所选的区域应大于板厚的 1/2,即 r≥ 4.5 mm 。假设存在 K控区，则由不同区域计

算的 SIF值在误差（由 DIC算法本身的误差及加载等引起）允许范围内应近似相等，然而从图 4可见不同区

域计算出的 SIF 值差距较大。图中 r1 = 4.5 mm ，以 r2 = 5.5,6.5,⋯,12.5 mm，即以距离 r1 为 1 mm 的间距向外

扩展，选择不同计算区域的偏转角拟合计算 SIF。由图 4可见选择不同区域计算 SIF时，其计算结果差距较

大，因此 K 控区的假设不成立。在计算 SIF 时应选择高阶项，将高阶系数返回（3）式，获得 φx 及 φy 的拟合

值。如图 5所示，x轴上侧为拟合值，下侧为实验值。从图 5中可以看出实验值和拟合值在同一等值线上。

由图 6可以看出随着函数展开项数的不同 SIF 值不同，且由 φx 计算时，当 N=4时，误差绝对值即 (12)式最

小，因此取 N=4计算的 SIF为最终值。由 φy 计算时，当 N=3时，误差绝对值最小，取 N=3计算的 SIF为最终

值。然而当 N超过合适的值时，误差增大。因函数需要改善并适合这些数据，那么较多的系数将导致更大

程度的不确定性，从而使误差增大。这一点与文献[14]用基于相干光的相干梯度敏感法测量的应力梯度计

5
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图 3 实验获得的不同载荷下裂纹尖端附近的偏转角等值线(或应力梯度)。(a)~(c) φx ;(d)~(f) φy

Fig.3 Experimentally determined angular deflection (or stress gradient) contours near crack tip for different load levels.

(a)~(c) φx ;(d)~(f) φy

图 4 假设存在 K控区时不同区域求解的 SIF值

Fig.4 SIF values calculated from different areas assuming K-dominance

图 5 加载 700 N (a) φx 和(b) φy 的实验值及拟合值

Fig.5 Comparison between experimental and fitted (a) φx and (b) φy contours near the mode-I crack tip corresponding to

a load of 700 N

6



51, 021202(2014) 激光与光电子学进展 www.opticsjournal.net

021202-

算 SIF采取高阶项数的研究思路一致。由此可见高阶项的存在对 SIF的计算有较大影响，在计算 SIF时必须

考虑高阶项并采取合适项数：
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将实验得到的 SIF值与(13)式 [19]计算得到的解析值做对比，如图 7所示。由 φx 计算 SIF平均相对误差为

0.10 MPa·m1/2，0.10 标准差为 0.14 MPa ·m1/2；由 φy 计算 SIF 平均相对误差为 0.05 MPa ·m1/2，标准差为

0.08 MPa·m1/2。实验测得的 II型 SIF约为 0.01 MPa·m1/2，小于 I型 SIF的测量误差，因此 II型裂纹对 I形裂纹无影

响。

5 结 论
用 DGS测量了不同载荷下裂纹附近区域的偏转角场，然后用已测得的弹性范围内的偏转角场测量了

SIF。提出了以裂纹尖端为未知量用迭代最小二乘法计算 SIF的方法。实验测得的 SIF受偏转角场场展开项

项数的影响较大，因此计算 SIF时需考虑高阶项。并且由 φx 及 φy 均可准确计算出 SIF。用三点弯曲实验验

证了所提出方法的有效性，也为复合型裂纹的测量提供了一种方法。
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