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偏心球对贝塞尔波束的散射特性研究
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摘要 基于广义洛伦兹米理论，研究了偏心球粒子对在轴入射零阶贝塞尔波束的散射。 利用球矢量波函数展开，给

出了空间各区域电磁场的展开形式以及远场散射场表达式，并利用电磁场的边界条件，给出了各系数关系形式。通

过与面积分方程方法的数值结果对比，验证了理论的正确性。 数值分析了波束锥型角、偏心球内核介质折射系数、

偏心距、内核半径等波束、偏心球参数对远场散射的影响。
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Investigation on the Scattering of Bessel Beam by an
Eccentric Sphere
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Abstract In the framework of the general Lorenz-Mie theory, the scattering of an on-axis incident zero-order
Bessel beam by an eccentric sphere is investigated. The electric and magnetic fields in different regions are
expanded in terms of the sphere vector wave functions. Utilizing the boundary conditions of electromagnetic
field, the expressions of expansion coefficient equations are given. Numerical simulations about the effect of
Bessel beam half- angle, eccentricity, refractive index of inner sphere, radius of inner sphere on scattering are
analyzed in detail.
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1 引 言
自Durnin等 [1-2]在 1987年引入了无衍射波束概念，贝塞尔波束因其有着无衍射波束的特殊特征及重塑性

在许多领域引起了广大科研工作者的兴趣，如粒子捕获与操控 [3-4]，光学加速 [5-6]，气溶胶探测 [7]等。在这些应用

中，无疑都涉及到粒子的散射特性，而依赖于散射理论的技术已经在许多研究领域发挥着重要的作用。通过

研究粒子的散射特性，粒子的物理特性，如尺寸、折射系数、温度等可以被快速准确的测量，而贝塞尔波束因其

有着许多不同于传统光波束的特性，因此研究各类粒子对贝塞尔波束的散射特性有着重要的意义。

粒子对贝塞尔波束的散射特性，已经有不少学者进行了研究。Marston[8-9]利用部分波展开方法研究了

零阶贝塞尔波束的单球声散射特性，得出了刚性球或弹性球的后向、前向及等于锥型角的散射角方向的散

射较强的结论，并从几何光学角度解释了这些结论的合理性。Mitri[10-11]利用部分波级数分别研究了零阶、高

阶贝塞尔波束的均匀球的任意电磁散射特性，利用积分方法计算相关的波束系数，分析了散射场的形式函

数。国内的学者也做了不少相关研究，Ma等 [12]研究了零阶非极化贝塞尔波束的单球光散射，分析了无量纲
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散射函数，得出了在等于锥型角或其附近的散射角方向存在着散射极值点的结论，并给出了这样的散射极

值点的存在与否与球散射体及波束中心斑尺寸的关系，并从量子理论角度解释了这样的关系。Li等 [13]研究

了轴棱锥产生的贝塞尔波束的球散射特性及彩虹特性，计算了远场散射强度，在其研究中利用德拜级数计

算了散射系数。Qu等 [14]则进一步研究了单轴各向异性球对贝塞尔波束的散射特性，分析了不同参数对雷达

散射截面的影响。

综上所述，贝塞尔波束的散射特性研究都局限于均匀单球。关于非均匀球对贝塞尔波束散射特性的研

究还没有相关文献报道。然而自然界中存在着大量非均匀的含核粒子，例如植物与动物的细胞、孢子、大气

中的悬浮颗粒等，它们都有着类似偏心球这样的几何结构，所以研究偏心球的散射特性有着一定的现实意

义。一些学者对偏心球对高斯波束的散射特性作了研究，可以参考文献[15-17]。本文基于偏心球对平面波

的散射 [18-21]研究了偏心球对贝塞尔波束的散射特性。采用了零阶贝塞尔波束，其有着贝塞尔波束的典型特

征，且在实验中能较容易地得到。基于球矢量波函数展开及积分区域近似法 [22]推导了零阶贝塞尔波束的波

束系数，给出了各空间区域电磁场的球矢量波函数展开形式，并给出了远场散射振幅。

2 偏心球粒子对贝塞尔波束散射理论
考虑一零阶贝塞尔波束照射到相对于背景复折射率分别为 m1 ，m 2 ( m1 和 m 2 分别对应区域 1、区域 2介

质相对于包围偏心球介质的负折射系数)偏心球上，其外球、内球半径分别为 a 和 b ，如图 1所示。分别建立

三个直角坐标系：波束坐标系 OBuvw 、外球坐标系 O1x1y1 z1 、内球坐标系 O2 x2 y2 z2 。坐标系 OBuvw 的原点设置

在波束中心，w 的正向沿着波束传播方向，O1x1y1 z1 、O2 x2 y2 z2 的原点分别设置在外球球心、内球球心，O1 在

OBuvw 的坐标为 ( )0,0, z0 ，内外球坐标系的纵轴沿着两球连线并指向波束传播方向，内外球坐标系的横轴两

两平行，与 O1x1y1 z1 、O2 x2 y2 z2 相关联的球坐标为分别为 ( )R,θ,ϕ 、( )R′,θ′,ϕ′ 。两球心之间距离为 d (即偏心

距为 d )，并用 1、2 标记偏心球内的不同介质区域。根据上述定义波束坐标系 OBuvw 与外球坐标系 O1x1y1 z1

的关系可以表示为

x1 = u,y1 = v, z1 = w - z0 . (1)

图 1 偏心球对贝塞尔波束散射的几何示意图

Fig.1 Geometry for scattering of Bessel beam by an eccentric sphere

2.1 波束的描述

1991年，Mishra[23]基于矢量无衍射理论推导出了一个严格满足麦克斯韦方程组的零阶贝塞尔波束的数

学表达式。采用该表达形式研究贝塞尔波束入射下偏心球的散射特性是合理的。其具体的表述如下：
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式中 E0 是电场强度的幅值，ε 是介质的介电常数，kr = k sin α 、kw = k cos α 分别是横向波数、纵向波数，其中

α 是贝塞尔波束的锥型角。 r = u2 + v2 是垂直于 w 轴面上的点到原点的径向距离，J0,1( )∙ 分别表示第一类零

阶、一阶柱贝塞尔函数。此外需要指出的是，方便起见，省去了负时间因子 exp( )-iωt 。

为了推导波束系数，给出电磁场在坐标系 O1x1y1 z1 中的径向分量。利用波束坐标和外球坐标的(1)式关

系及直角坐标系与球坐标的关系
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， (8)

能容易地得到在坐标系 O1x1y1 z1 中电磁场的径向分量，形式如下 :
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(10)
需要指出的是，在上述 ER 、HR 的推导过程中，运用了柱贝塞尔函数的递推关系式 [24]:

J v - 1( )x + J v + 1( )x = 2v
x
J v( )x . (11)

2.2 球矢量波函数

考虑到在下面理论处理过程中需要利用球矢量波函数对电磁场进行展开，给出如下的球矢量波函数的

定义形式

M
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n
é
ë

ù
û

θ̂ im
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式中 z
(ρ)
n ( )ρ = 1,2,3,4 分别表示第一、第二、第三、第四类球贝塞尔函数 jn (kR) ，yn (kR) ，h(1)

n (kR) 及 h(2)
n (kR) 。

Pm

n (cos θ) 是连带勒让德函数，其与角函数 πmn( )cos θ ，τmn( )cos θ 有如下关系：

πmn = Pm

n (cos θ)
sin θ ，τmn = d

dθ Pm

n (cos θ) . (14)

考虑到下文用球矢量波函数对各区域电磁场进行展开涉及到两个坐标系，用 Nmn,1 ，Mmn,1 表示坐标系 O1x1y1 z1

中的球矢量波函数，Nmn,2 ，Mmn,2 表示坐标系 O2 x2 y2 z2 中的球矢量波函数。

2.3 波束系数的推导

基于广义洛伦兹米理论 [25]，入射贝塞尔波束(右上标 i表示入射场，右下标 1表示入射场展开所对应参考

系为坐标系 O1x1y1 z1 )可以利用球矢量波函数在坐标系 O1x1y1 z1 中展开为 [26]

E
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式中 Cmn 是归一化常数，

3



51, 102901(2014) 激光与光电子学进展 www.opticsjournal.net

102901-

Cmn =
ì

í

î

ï
ï

ï
ï

in - 1 2n + 1
n( )n + 1 ,m ≥ 0

( )-1 ||m ( )n + ||m !
( )n - ||m ! i

n - 1 2n + 1
n( )n + 1 ,m < 0

, (17)

式中 gm

n,TM 、gm

n,TE 为贝塞尔波束的球矢量波函数的展开系数 , 是考虑了贝塞尔波束与平面波差别的特征参量，

即通常所说的波束系数。

在积分区域近似法中，波束系数有下列的积分形式 [22]
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ELoc

R 、H Loc

R 分别为径向电场 ER 、磁场 HR 的局部场。

对(9)、(10)式作变换 kR→ n + 1 2 、θ→ π 2 ，可以得到：
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式中
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把(20)、(21)式代入到(18)式中，利用指数函数及三角函数的正交性，并作些代数运算，可以得到在轴零

阶贝塞尔波束的波束系数为
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2.4 各部分场的展开

与入射场类似，系统各部分场也可用球矢量波函数展开为类似形式。散射场(右上标 s 表示散射场)在
坐标系 O1x1y1 z1 中可以展开为
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对于区域 1，内部场可以在两个不同的坐标系中分别展开，形式为
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对于区域 2，内部场可以展开为
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在坐标系 O1x1y1 z1 中对于边界 R1 = a 有下列形式的电磁场边界条件：
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在坐标系 O2 x2 y2 z2 中对于边界 R2 = b 有下列形式的电磁场边界条件：
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对各区域电磁场展开形式相应的利用边界条件，能较容易地得到如下的系数关系等式 :
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(1)
n (ka)

ψ '
n (ka) -ξ '(1)

n (ka)
é

ë
ê

ù

û
ú

gm

n,TE
bmn

= é

ë
êê

ù

û
úú

kξ
(1)
n (k1a) kξ

(2)
n (k1a)

ξ
'(1)
n (k1a) ξ

'(2)
n (k1a)

é
ë
ê

ù
û
ú

cmn

emn

, (39)

é

ë
êê

ù

û
úú

k1ψ
′
n (ka) -k1 ξ

′(1)
n (ka)

ψn (ka) -ξ (1)
n (ka)

é

ë
ê

ù

û
ú

gm

n,TM
amn

= é

ë
êê

ù

û
úú

kξ
′(1)
n (k1a) kξ

′(2)
n (k1a)

ξ
(1)
n (k1a) ξ

(2)
n (k1a)

é
ë
ê

ù
û
ú

dmn

fmn

, (40)

gmn

é
ë
ê

ù
û
ú

k1ψ
′
n (k2b)

ψn (k2b) = é

ë
êê

ù

û
úú

k2 ξ
′(1)
n (k1b) k2 ξ

′(2)
n (k1b)

ξ
(1)
n (k1b) ξ

(2)
n (k1b)

é

ë
ê

ù

û
ú

d′
mn

f ′
mn

, (41)

hmn

é
ë
ê

ù
û
ú

k1ψn (k2b)
ψ′

n (k2b) = é

ë
êê

ù

û
úú

k2 ξ
(1)
n (k1b) k2 ξ

(2)
n (k1b)

ξ
′(1)
n (k1b) ξ

′(2)
n (k1b)

é

ë
ê

ù

û
ú

c′mn

e′mn

, (42)

式中瑞卡提-贝塞尔函数定义如下：

ψn (kR) = kRjn( )kR ，ξ
( )1
n (kR) = kRh ( )1

n ( )kR ，ξ
( )2
n (kR) = kRh ( )2

n ( )kR . (43)

需指出的是，在该研究中默认了各区域介质磁导率关系为 μ = μ1 = μ2 。

考虑到(39)、(40)式对应坐标系 O1x1y1 z1 ，而(41)、(42)式对应坐标系 O2 x2 y2 z2 ，要想利用之计算各系数，需要

引入不同坐标系之间球矢量波函数的转换关系，也即球矢量波函数的平移加法定理[27-29]，从而把这两组关系式

统一到一个坐标系统中。对于坐标系 O1x1y1 z1 和 O2 x2 y2 z2 之间的球矢量波函数的平移加法定理具体表述为

é

ë
êê

ù

û
úú

N
( j)
mn,2 (k1R2)

M
( j)
mn,2 (k1R2) =∑

v = 1

∞ é

ë
êê

ù

û
úú

B
mn, j
mv A

mn, j
mv

A
mn, j
mv B

mn, j
mv

é

ë
êê

ù

û
úú

M
( j)
mv,1(k1R1)

N
( j)
mv,1(k1R1) , (44)

式中 A
( )m, j
n′,n 、B

( )m, j
n′,n 为转换系数，j = 1,2,3,4 ，其具体形式可以参考文献[18]。把(44)式代入到(31)、(32)式，并和

(29)、(30)比较可以得到系数 dmn , cmn , fmn , emn 与系数 d′
mn , c

′
mn , f ′

mn , e
′
mn 的关系如下 :

Cmn

é
ë
ê

ù
û
ú

dmnicmn

=∑
v = 1

∞
Cmv

é

ë
ê

ù

û
ú

d′
mv ic′mv

ic′mv d′
mv

é

ë
êê

ù

û
úú

A
mv,3
mn

B
mv,3
mn

, (45)

Cmn

é
ë
ê

ù
û
ú

fmniemn

=∑
v = 1

∞
Cmv

é

ë
ê

ù

û
ú

f ′
mv ie′mv

ie′mv f ′
mv

é

ë
êê

ù

û
úú

A
mv,4
mn

B
mv,4
mn

. (46)

对于远场区域来说，kR1 ≫ ka ，Hankel函数可以近似表示为

h
(1)
n (kR1) ≈ ( )-i n exp(ikR1)

ikR1
, (47)

此时散射电场(27)式只有 θ̂ 和 ϕ̂ 分量，即总场为 ||E sca 2 = ||E sca
θ

2 + ||E sca
ϕ

2
。散射振幅可以表示为

é

ë
ê

ù

û
ú

Es

ϕ

Es

θ

= E0 exp(ikR1)
kR1

é
ë
ê

ù
û
ú

-S1iS2
, (48)
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式中

S1 =∑
n = 1

∞ ∑
m = -n

n 2n + 1
n(n + 1)Cmn( )amnmπm

n + ibmn τ
m

n exp(imϕ) , (49)

S2 =∑
n = 1

∞ ∑
m = -n

n 2n + 1
n(n + 1)Cmn( )amn τ

m

n + ibmnmπm

n exp(imϕ) . (50)

3 数值模拟与分析
基于上面所述理论，在这一部分将对贝塞尔波束入射下偏心球的散射进行数值模拟，并做详细的分

析。定义微分散射截面为

σ = 4π
k2 || S 2 , (51)

对于此定义，当 S = S1 及 S = S2 时，σ 分别对应 E-面、H-面的微分散射截面。其中 E-面、H-面分别对应坐

标系 O1x1y1 z1 中的 x1o1 z1 面、y1o1 z1 面。

方便起见，下面的讨论中设定波束的波长为 λ = 0.6328 μm , z0 = 0 ，另外在没有特别说明的情况下，波束

锥型角采用 α = 10o 。为检验理论的正确性，利用基于面积分方程的数值方法(SIEM)模拟偏心球对零阶贝塞

尔波束的微分散射截面，并与数值结果进行了比较，比较结果如图 2所示。所用参数分别为 α = 15o ，a = λ，

b = 0.5λ，d = 0.25λ。从图 2可以看出，结果与利用面积分方程所计算的数值结果吻合的比较好，这样充分说

明了第三部分所述理论的正确性。在理论的正确性得到验证后，数值模拟了一系列参数对偏心球对贝塞尔

波束的散射特性的影响，这些参数包括波束的锥型角、偏心距、内球的折射系数、内球的半径。

图 2 基于本文理论结果与面积分数值结果的比较。 (a) E-面 ; (b) H-面

Fig.2 Comparison of the DSCS for an eccentric sphere obtained from the present theory and that from the SIEM.

(a) E-plane; (b) H-plane

图 3 所示为贝塞尔波束的锥型角变化对微分散射截面角分布的影响。 采用参数为 a = 2λ ，b = λ ，

d = 0.3 μm ，m1 = 1.33 ，m 2 = 1.55 。从图 3可看出，波束锥型角的变化对微分散射截面有较大的影响，随着波

束锥型角的变大，微分散射截面变小。需要指出的是 α = 0o 时，贝塞尔波束退化为平面波。可以看出波束的

微分散射截面是比平面波情况时小，这是因为波束系数的缘故。

图 3 波束锥型角对微分散射截面的影响。 (a) E-面 ; (b) H-面

Fig.3 Effect of the half- cone angle on DSCS. (a) E-plane; (b) H-plane
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图 4 所示为偏心球的内球介质相对折射系数变化对微分散射截面角分布的影响。所用参数分别为

a = 2λ，b = λ，d = 0.3 μm ，m1 = 1.33 。从图 4可看出，对于 E-面，在 135o < θ≪ 180o 范围内的散射角所对应的

微分散射截面的变化要明显大于其他散射角所对应的微分散射截面的变化；对于 H-面，在 140o < θ≪ 180o

范围内的散射角所对应的微分散射截面的变化要明显大于其他散射角所对应的微分散射截面的变化。

图 4 内球介质折射系数对微分散射截面的影响。 (a) E-面；(b) H-面

Fig.4 Effect of refractive index of medium in the inner sphere on DSCS. (a) E-plane; (b) H-plane

图 5所示为偏心距对微分散射截面角分布的影响。所用参数 a = 2λ，b = λ，m1 = 1.33 ，m 2 = 1.55 。从图

5可看出，偏心距的变化对前向散射及其附近的散射角所对应散射影响微弱，而对后向散射及其他区域则有

较大的影响，这种影响不但表现在改变极值点所对应的散射角位置，还改变相应峰值的大小。另外，H-面的

散射相对于 E-面对偏心距的变化更为敏感。

图 5 偏心距对微分散射截面的影响。 (a) E-面 ; (b) H-面

Fig.5 Effect of eccentricity of the eccentric sphere on DSCS. (a) E-plane; (b) H-plane

图 6 所示为偏心球的内球半径变化对微分散射截面角分布的影响。所用参数：a = 2λ ，d = 0.3 μm ，

m1 = 1.33 ，m 2 = 1.55 。从图 6可看出，偏心球的内球半径的变化对整个微分散射截面的散射角分布有着很大

的影响，其大幅改变微分散射截面角分布曲线变化，对曲线极值点出现位置及幅值的大小有着较大的影响。

图 6 内球半径对微分散射截面的影响。 (a) E-面 ; (b) H-面

Fig.6 Effect of the inner sphere radius on DSCS. (a) E-plane; (b) H-plane
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4 结 论
基于平面波入射下的偏心球散射及广义洛伦兹米理论，研究了偏心球对零阶贝塞尔波束的散射特性。

利用积分区域近似法，推导了零阶贝塞尔波束的波束系数。 数值模拟了贝塞尔波束在轴入射下的偏心球散

射场，并与平面波进行了比较。讨论了贝塞尔波束锥型角、偏心球的偏心距、内核相对折射系数、内核半径

对偏心球对波束散射特性的影响。研究对于偏心球粒子参数测量提供了依据，同时也对更复杂粒子的贝塞

尔波束散射特性研究提供了一定的参考依据。
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