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激光与光电子学进展
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激光跟踪仪测量二次离轴非球面曲率半径的方法
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摘要　为了测量离轴非球面镜的曲率半径、圆锥系数等参数，提出了一种使用激光跟踪仪快速测量二次非球面的

方法。重点介绍了使用激光跟踪仪得到空间三维坐标后的数据处理方法。实验中对一离轴非球面反射镜进行了

测量，通过非线性最小二乘拟合得到了其曲率半径及圆锥系数，拟合结果均方根误差（ＲＭＳＥ）约为１．６μｍ，确定系

数约为０．９９９９９９９５４，所得曲率半径及圆锥系数与已有测量方法相差很小。理论分析以及实验结果表明，该方法简

单通用，易于实施，数据处理过程快速可靠，适用于二次非球面镜曲率半径等参数的测量。
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１　引　　言

在成像光学设计中使用离轴非球面光学元件，可以有效提高视场和传递函数，缩小体积重量，避免中心

遮拦带来成像质量下降。正是这些显著优点使得离轴非球面在空间遥感领域的应用越来越广泛［１］，同时也

促进了光学加工和检测技术的进步。

非球面曲率半径测量的准确性是保证系统性能的前提，然而由于几何形状的特殊性使得非球面在检测

时，难度远高于球面系统［２－３］。目前非球面的检测方法分为接触式［４］和非接触式［５－６］两类。其中，非接触式

测量方法对于待测光学元件表面的光洁度、反射能力等有较高的要求，一般更适用于光学元件最后阶段的检

测。而接触式方法可以用于研磨、抛光阶段的非球面检测。激光跟踪仪作为一种柔性大尺寸空间坐标测量

仪器，可以利用其靶标小球［球形角锥反射镜（ＣＣＲ）］对光学元件进行测量与补偿处理得到非球面参数
［７－８］。
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现有的测量方法不能单独使用激光跟踪仪直接测算曲率半径等参数［９］，需要结合激光干涉仪等测量仪器同

时测量［１０］。

本文介绍了单独使用激光跟踪仪测量离轴二次非球面的原理，重点介绍了由所测坐标计算曲率半径和

圆锥系数的数据处理方法。通过在测量阶段控制测量误差，在数据处理阶段使用精确数据模型，从而提高参

数的测算精度。

２　测量原理

图１所示为使用激光跟踪仪测量离轴非球面的装置示意图，其中包含用于数据连接的计算机、激光跟踪

仪、反射靶标小球以及待测非球面镜。激光跟踪仪内置有激光测距系统和高精度光电旋转角编码器，可以测

得仪器原点与靶标小球之间的空间距离和相应水平、垂直方向的角度，进而得到靶标小球的球心在测量仪器

坐标系下的空间坐标值。

图１ 使用激光跟踪仪的测量装置示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｔｈｅｔｅｓｔｉｎｇｓｅｔｕｐｗｉｔｈａｌａｓｅｒｔｒａｃｋｅｒ

将靶标小球与待检非球面接触，即可得到在激光跟踪仪坐标系下的离轴非球面处小球的球心坐标值。

当与待测物体之间距离不超过２ｍ时，激光跟踪仪的高准度选项可将测量误差控制在３μｍ以内，若旋转角编

码器移动很小，即让跟踪仪出光孔沿待测非球面镜的镜面方向放置，还可以进一步提升检测精度。图２所示即

为一组非球面上的靶标小球接触点分布轨迹图。根据待测非球面的特征以及小球半径值，可以进行数据处理

计算得到非球面镜的曲率半径等参数，从而实现离轴非球面的检测。

图２ 非球面上接触点测量轨迹
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３　数据处理

对于平面或球面镜，激光跟踪仪可以直接通过补偿靶标小球半径得到其实际参数，但是对于离轴非球

面，由于靶标小球与非球面接触点处的法向方向是未知的，故而难以精确补偿得到非球面上的坐标点。本文

提出一种曲面拟合方法，直接拟合非球面处靶标小球球心所在的曲面，而不是拟合非球面。无需对测量得到

的坐标数据进行补偿，直接计算得到非球面的曲率半径等参数。

３．１　球心所在曲面的曲面方程

对于一般的二次非球面，在以虚顶点为原点犗，非球面的光轴为犣轴的理想坐标系下，曲面方程为

狕＝
犮狉２

１＋ １－（犽＋１）犮
２狉槡
２
， （１）

式中狉２＝狓
２
＋狔

２，曲率半径犮＝１／犚，犚为顶点半径，犽为圆锥系数。在该坐标系下，非球面方程旋转对称。在
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第２节所介绍的测量方法中，小球的球心位置也构成一个曲面，该球心曲面与非球面的关系如图３所示。

图３ 非球面与ＣＣＲ球心构成的曲面相对关系
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根据该坐标系下非球面方程的旋转对称性，不难知道小球的球心构成的曲面也是旋转对称的。在图３

所示的狉狕坐标系中，非球面上的靶标小球接触点坐标为（狉０，狕０），该点对应的ＣＣＲ球心处坐标为（狉，狕），非

球面在接触点处的归一化法向量为

狀 狉＝狉０ ＝
－犮狉０

１－犽犮
２狉槡
２
０

， １－（１＋犽）犮
２狉槡
２
０

１－犽犮
２狉槡

［ ］２
０

． （２）

靶标小球的半径在检测中已知，设为犱，则有

（狉，狕）＝ （狉０，狕０）＋犱狀＝ 狉０－
犱犮狉０

１－犽犮
２狉槡
２
０

，狕０＋
犱 １－（１＋犽）犮

２狉槡
２
０

１－犽犮
２狉槡

［ ］２
０

． （３）

由于（狉０，狕０）是非球面上的点，故其满足（１）式，即得到隐式表示的靶标小球球心构成的曲面方程为

狉＝狉０－
犱犮狉０

１－犽犮
２狉槡
２
０

狕＝
犮狉２０

１＋ １－（犽＋１）犮
２狉槡
２
０

＋
犱 １－（１＋犽）犮

２狉槡
２
０

１－犽犮
２狉槡

烅

烄

烆
２
０

． （４）

由（４）式中第一个等式可以得到狉０ 关于狉的表达式为

狉０ ＝
狉
２
＋
槡３
６
槡犾＋槡

３

６

６

犮２犽
－
６犱２

犽
＋３狉

２
－犾－

槡６ ３犮
２狉犱２＋（ ）狉

犮２ 槡槡 犽犾

犾＝
犱２＋犽狉（ ）２ ２犮４＋ 犽

３

槡犿－（ ）２狉２－２犱２
３

槡犿＋（ ）［ ］１ 犮２＋
３

槡犿＋（ ）１
２

犮２犽
３

槡犿

犿＝ 犱２＋犽狉（ ）２ ３犮６－３犱
４
－１６犽狉

２犱２＋犽
２狉（ ）４ 犮４＋３犱

２
＋犽狉（ ）２ 犮２－１＋

　　 槡６ ３ 犮４犱２犽狉２ 犱２＋犽狉（ ）２ ３犮６－３犱
４
－７犽狉

２犱２＋犽
２狉（ ）４ 犮４＋３犱

２
＋犽狉（ ）２ 犮２－［ ］槡

烅

烄

烆 １

． （５）

式中犾，犿为中间变量，只为使表达式简洁。将（５）式代入（４）式的第二个等式，即可得到测量非球面时靶标小

球的球心所在的曲面的显式方程：

狕＝犳（狉；犮，犽）， （６）

式中犮、犽的物理意义与（１）式中相同。根据旋转对称性，利用狉２ ＝狓
２
＋狔

２ 替换狉，即可得到空间坐标系

（犗犡犢犣）下的曲面表达式为

狕＝犵（狓，狔；犮，犽）＝犳（狉；犮，犽）狉＝ 狓
２

＋狔槡
２ ＝犳（狓

２
＋狔槡

２；犮，犽）． （７）

　　以上推导和计算过程均可在计算机上进行，通过符号运算得到球心曲面的方程即（７）式。依据推导结

果，图４给出了犮＝０．０００２ｍｍ－１，犽＝－２．５，犱＝２０ｍｍ时ＣＣＲ球心所在的曲面（上方）与对应的非球面（下

方）的三维曲面图。

根据以上分析可知，利用ＣＣＲ球心所在的曲面方程（７）式对测量数据拟合即可得到待测非球面的犮、犽
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图４ ＣＣＲ球心所在曲面与对应的非球面

Ｆｉｇ．４ ＣｕｒｖｅｄｓｕｒｆａｃｅｃｏｍｐｏｓｅｄｏｆＣＣＲｃｅｎｔｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎｓａｎｄｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｓｐｈｅｒｉｃｓｕｒｆａｃｅ

等参数信息。

３．２　测量坐标系与理想坐标系的偏差

３．１节所分析的曲面方程表达式均是在以虚顶点为原点犗，离轴非球面的光轴为犣轴的理想坐标系

（犗犡犢犣）下导出的。实际测量中，所测得的空间坐标点是在激光跟踪仪选定的测量坐标系（犗′犡′犢′犣′）下，

与理想坐标系存在平移和旋转偏差，如图５所示。

图５ 坐标系偏差

Ｆｉｇ．５ Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｄｅｖｉａｔｉｏｎ

坐标系偏差使得测量的坐标点不能直接用（７）式来拟合，需要将测量数据与拟合方程式统一到同一坐标

系下。将犗犡犢犣坐标系依次绕犣轴、犢 轴、犡轴旋转γ、β、α角度，再平移（狆１，狆２，狆３）距离即得到犗′犡′犢′犣′

坐标系，对应坐标系下点的坐标值关系为

狓

狔

狕

熿

燀

燄

燅１

＝

ｃｏｓβｃｏｓγ ｃｏｓβｓｉｎγ ｓｉｎβ 狆１

－ｃｏｓγｓｉｎαｓｉｎβ－ｃｏｓαｓｉｎγ ｃｏｓαｃｏｓγ－ｓｉｎαｓｉｎβｓｉｎγ ｃｏｓβｓｉｎα 狆２

－ｃｏｓαｃｏｓγｓｉｎβ＋ｓｉｎαｓｉｎγ －ｓｉｎαｃｏｓγ－ｃｏｓαｓｉｎβｓｉｎγ ｃｏｓβｃｏｓα 狆３

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

狓′

狔′

狕′

熿

燀

燄

燅１

． （８）

这就使得最终的曲面拟合中，未知参数除了犮、犽外，还包含α、β、γ、狆１、狆２、狆３，在最小二乘测度下曲面拟合的

代价函数为

犎（犮，犽，α，β，γ，狆１，狆２，狆３）＝ 犵（狓，狔；犮，犽）－狕
２
＝

犵（狓′ｃｏｓβｃｏｓγ＋狔′ｃｏｓβｓｉｎγ＋狕′ｓｉｎβ＋狆１，狓′（－ｃｏｓγｓｉｎαｓｉｎβ－ｃｏｓαｓｉｎγ）＋

狔′（ｃｏｓαｃｏｓγ－ｓｉｎαｓｉｎβｓｉｎγ）＋狕′ｃｏｓβｓｉｎα＋狆２；犮，犽）－狓′（－ｃｏｓαｃｏｓγｓｉｎβ＋ｓｉｎαｓｉｎγ）＋

狔′（－ｓｉｎαｃｏｓγ－ｃｏｓαｓｉｎβｓｉｎγ）＋狕′ｃｏｓβｃｏｓα＋狆３
２． （９）

代入一组测量点的坐标值（′狓犻，′狔犻，′狕犻），犻＝１，２，…，犖，通过迭代搜索寻找一组［犮，犽，α，β，γ，狆１，狆２，狆３］的值

使得（９）式所示的代价函数达到最小，其中犮、犽即为曲面拟合得到的非球面参数。在最小化（９）式时，给定合

适的参数初值有利于迭代的收敛速度，通常可以使用设计标称值或其他低精度测量方法得到的估测值。

４　实验结果与讨论

实验中对一口径为１０００ｍｍ×５００ｍｍ的离轴双曲面进行了两组测量，其中第一组测量中得到的镜面
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处ＣＣＲ球心坐标如图６（ａ）所示，使用 Ｍａｔｌａｂ软件中ｆｍｉｎｓｅａｒｃｈ函数求解（９）式所示的无约束非线性最小

化问题，拟合得到的曲面如图６（ｂ）所示。两组测量中曲面拟合得到的各参数结果以及拟合优度如表１所

示，其中第一组确定系数和均方根误差（ＲＭＳＥ）分别为０．９９９９９９９５４和０．００１６０４０３９ｍｍ，第二组确定系数

和ＲＭＳＥ分别为０．９９９９９９９５５和０．００１６１０６２５ｍｍ。此外，两组实验中分别得到的犮、犽参数拟合结果差异

也很小，而α、β、γ、狆１、狆２、狆３ 的拟合结果由于两组测量中仪器位置的差异而不同。

图６ 球心所在曲面的拟合。（ａ）实验中的测量点坐标；（ｂ）拟合得到的曲面

Ｆｉｇ．６ ＳｕｒｆａｃｅｆｉｔｔｉｎｇｏｆｔｈｅＣＣＲｃｅｎｔｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎｓ．（ａ）Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｔｅｓｔｅｄｉｎｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ；（ｂ）ｆｉｔｔｅｄｓｕｒｆａｃｅ

表１ 参数拟合结果与拟合优度

Ｔａｂｌｅ１ Ｆｉｔｔｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｇｏｏｄｎｅｓｓｏｆｆｉｔｔｉｎｇ

Ｒｅｓｕｌｔ Ｉｎｄｅｘｎｕｍｂｅｒ Ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ１ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ２

Ｆｉｔｔｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒ

Ｇｏｏｄｎｅｓｓｏｆｆｉｔｔｉｎｇ

１ 犮／ｍｍ－１ －０．０００１８１９４１ －０．０００１８１９４１

２ 犽 －２．００７４３３０４２ －２．００６８７０５２８

３ α／ｒａｄ ０．０４０２８５７６５ ０．０２１３７８０９２

４ β／ｒａｄ －０．０３８９９７１９６ －０．００４８９２５５５

５ γ／ｒａｄ ０．６４８００１８４６ －０．０１６１１６６６５

６ 狆１／ｍｍ －８６６．７２９４１１６ －１０１４．７５０２９４

７ 狆２／ｍｍ １６７３．６４４１１７ １１９１．６０４７９５

８ 狆３／ｍｍ －３７８０．１５５１２０ －３１３２．２５１５４５

１ Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ ０．９９９９９９９５４ ０．９９９９９９９５５

２ ＲＭＳＥ／ｍｍ ０．００１６０４０３９ ０．００１６１０６２５

　　为了验证该方法的准确性，实验中还将拟合得到的曲率半径犮、圆锥系数犽与文献［９］中使用激光跟踪

仪与激光干涉仪同时测量的处理结果进行了对比，如表２所示。由表２可知，两种方法的测量结果是基本一

致的，从而验证了该方法用于测量离轴非球面镜曲率半径等参数的有效性。

表２ 非球面参数结果对比

Ｔａｂｌｅ２ ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆａｓｐｈｅｒｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓｂｅｔｗｅｅｎｏｕｒｍｅｔｈｏｄａｎｄｔｈｅｍｅｔｈｏｄｉｎＲｅｆ．［９］

Ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ１ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ２ ＭｅｔｈｏｄｉｎＲｅｆ．［９］

犮／ｍｍ－１ －０．０００１８１９４１ －０．０００１８１９４１ －０．０００１８１９２１

犽 －２．００７４３３０４２ －２．００６８７０５２８ －２．００９８９１８０７

５　结　　论

提出了利用激光跟踪仪测量离轴非球面镜处坐标并利用曲面拟合计算曲率半径等参数的方法。重点介

绍了使用激光跟踪仪得到空间三维坐标数据后的数据处理方法，首先给出了靶标小球球心所在的曲面方程，

然后给出了包含平移和旋转参数的曲面拟合代价函数。实验中对一口径为１０００ｍｍ×５００ｍｍ的离轴双曲

面进行了测量，曲面拟合结果的均方根误差约为１．６μｍ，确定系数约为０．９９９９９９９５４。本文方法得到的非

球面曲率半径和圆锥系数与文献［９］中的方法测量结果具有一致性。该方法无需激光跟踪仪以外的光学设

备就可以对离轴非球面镜进行检测，检测过程操作简便，测试成本低，可用于面形误差为微米量级以上的大
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口径离轴二次非球面镜参数的测量。
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