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激光与光电子学进展
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基于分数阶傅里叶变换的相位恢复

崔文达　杜少军
（国防科学技术大学光电科学与技术学院，湖南 长沙４１００７３）

摘要　为了在弱光条件下由光场的强度分布求得其相位分布，利用分数阶傅里叶变换与光学系统之间的关系，基

于ＧｅｒｃｈｂｅｒｇＳａｘｔｏｎ算法研究了Ｚｅｒｎｉｋｅ相差的恢复问题，并进行了数值模拟。通过研究分数阶傅里叶变换与菲

涅耳衍射之间的关系，改进了Ｌｏｈｍａｎｎ光学系统；基于小波理论初步分析了菲涅耳近场与远场输出面对高频和低

频成分恢复效果的影响。数值模拟结果表明该算法有良好的收敛性和恢复精度，均方根误差（ＲＭＳＥ）值均保持在

０．１５λ（λ为光波长）以下，且位于菲涅耳衍射近场的输出面对相位的高频部分恢复效果较好，位于远场的输出面对

低频部分恢复效果较好。
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１　引　　言

２０世纪８０年代，研究人员开始利用分数阶傅里叶变换的方法解决量子力学问题，至２０世纪９０年代，

Ｍｏｎｄｌａｖｉｃ等
［１］首次将分数阶傅里叶变换引入光学研究领域。此后，研究人员进一步研究了分数傅里叶变

换在光信号处理等领域中的应用［２］、在梯度折射率（ＧＲＩＮ）介质中的实现以及数值计算等问题
［３－４］。

Ｌｏｈｍａｎｎ等
［５－６］则提出利用简单的单透镜和双透镜系统实现分数阶傅里叶变换，即ＬｏｈｍａｎｎＩ、ＬｏｈｍａｎｎＩＩ

光学结构［７］。

一般的相位恢复算法需要在输出面之间进行迭代计算，得到某一面的相位分布，然后逆向推导出输入面

的相位分布，输出面之间的迭代通过角谱传播或者菲涅耳衍射等理论进行［８－９］。而分数阶傅里叶变换用于

输出面之间的迭代，由于不同测量面分别对应相应级次的分数阶傅里叶变换，所以可以直接改变分数阶傅里
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叶变换级次实现输出面之间的迭代［１０－１１］。通常的恢复模型基于基本的ＬｏｈｍａｎｎＩ、ＬｏｈｍａｎｎＩＩ光学结构，

在实际的光学系统中应用并不方便［１２］。本文使用了一种更一般的光学结构以实现分数阶傅里叶变换，在实

际应用中具有良好的普适性。

测量面位置的选取是相位恢复算法中十分重要的方面。由于分数阶傅里叶变换的级次与测量面的位置

是一一对应的，此问题也可转化为分数阶傅里叶变换的级次对恢复效果的影响。相关文献对此问题的研究

基本采用选取多个级次进行数值模拟的方法［１０－１３］。本文从小波变换的角度对测量面位置的选取进行了初

步分析，可为进一步提高相位恢复算法的精度提供参考。

２　分数阶傅里叶变换的光学实现

图１ 改进光学系统

Ｆｉｇ．１ Ｉｍｐｒｏｖｅｄｏｐｔｉｃａｌｓｙｓｔｅｍ

ＬｏｈｍａｎｎＩ光学结构的输入面与输出面是对称分布

在透镜两侧的，在实际应用中有时无法满足此项条件，因

此我们将ＬｏｈｍａｎｎＩ结构进行推广，使其仅需改变输出

面的位置即可得到相应的分数阶傅里叶变换。

如图１所示，输入面ＲＰ１位于透镜前表面，输出面

ＲＰ２位于透镜后某一位置狕处，两平面之间的光学传输

矩阵为

犕狆／狇 ＝
犃 犅［ ］
犆 犇

＝
１－狕／犳 狕

－１／犳
［ ］

１
， （１）

代入Ｃｏｌｌｉｎｓ公式可得

犈２（狓２，狔２）＝

－
ｉ

λ犅
ｅｘｐ（ｉ犽犾０）犈１（狓１，狔１）ｅｘｐｉ

犽
２狕

１－
狕（ ）犳 （狓２１＋狔

２
１）＋（狓

２
２＋狔

２
２）－２（狓１狓２＋狔１狔２［ ］｛ ｝） ｄ狓１ｄ狔１．（２）

　　分数阶傅里叶变换的表达式可化为
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在（４）～（７）式成立的条件下，（２）式可转化为类似分数阶傅里叶变换的形式。以上推导过程表明图１所示的

光学结构可以实现对输入面的分数阶傅里叶变换。综合（４）～（７）式可以得到分数阶傅里叶变换阶次与距离

狕之间的关系式：

狕＝犳ｓｉｎ
２ 狆π
２（ ）狇 ． （８）

　　（８）式表明分数阶傅里叶变换的级次与传输距离及透镜焦距有关，在此推广模型中，仅需改变输出面的

位置即可得到相应级次的分数阶傅里叶变换图像，此模型更加符合实际应用情形。通过改变狕的值，能够得
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到不同级次的分数阶傅里叶变换，实际的光学系统与分数阶傅里叶变换紧密地结合了起来。对于相位恢复

的数值模拟过程，每一输出面均对应着输入面相应级次的分数阶傅里叶变换，因此输入面与输出面之间以及输

出面之间通过分数阶傅里叶变换的级次相互关联，这对简化相位恢复的迭代过程、提高算法效率有重要作用。

３　输出面位置

输出面的选取是相位恢复问题的重点之一。一般来说，选取的输出面越多，获得的强度信息越多，所得

的相位恢复精度就越高。但是考虑到计算机性能及计算时间的限制，实际应用中选取的测量面通常是有限

的，这就要求我们以较少的测量面获得相对精确的结果。由此，在数量有限的情况下，输出面位置的选取成

为影响计算结果精确度的关键。

角谱传输理论表明：任一光场可看作不同空间频率的平面波的集合，这些频率的分布可用输入光场的傅

里叶变换谱表示，其中高频部分代表细节，低频部分则代表其轮廓。若能够首先恢复输入面的轮廓，然后进

一步恢复其细节，无疑会提高算法的效率及适用性。

本文所示的光学系统中，透镜焦点处即为输入面的傅里叶变换谱，下面将讨论不同级次的分数阶傅里叶

变换谱的特点。实际上，分数阶傅里叶变换可以看作一种小波变换，以一维分数阶傅里叶变换为例：
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　　由（９）式可知，分数阶傅里叶变换可看作是母函数为ｅｘｐ（ｉπ狓
２），尺度变换因子为 λ犳ｔａｎ

狆π
２（ ）槡 狇

，平移参

量为 狓２
ｃｏｓ（狆π／２狇）

的小波变换。

根据小波变换理论，尺度因子可以表征小波变换的频率范围。尺度因子越大，小波变化越缓慢，高频成

分越少而低频成分越多；尺度因子越小，小波变化越迅速，高频成分越多而低频成分越少。由尺度因子的表

达式易知，在光学系统其他参数不变的情况下，尺度因子随分数阶傅里叶变换级次的增大而增大。因此，可

以认为在菲涅耳衍射近场，分数阶傅里叶变换级次较小，输出面受光场高频部分影响较大；在菲涅耳衍射远

场，分数阶傅里叶变换级次较大，输出面受光场低频部分影响较大。

综上所述，我们可利用输入面与位于远菲涅耳衍射区的输出面恢复输入面相位分布的轮廓，利用输入面

与位于近菲涅耳衍射区的输出面恢复输入面相位分布的细节［１２，１４］。

４　算法流程

ＧｅｒｃｈｂｅｒｇＳａｘｔｏｎ算法是相位恢复研究中的经典算法之一，本文将其推广到分数阶傅里叶变换域中，利

用多个面的强度信息恢复输入面的相位。设二维光场表达式为

犈（狓，狔）＝犃（狓，狔）ｅｘｐ［ｉφ（狓，狔）］， （１０）

对其进行级次为犪的分数傅里叶变换后表达式为

犈犪（狓，狔）＝犃
犪（狓，狔）ｅｘｐ［ｉφ

犪（狓，狔）］． （１１）

如图２所示，平面１、２、３、４分别是平面０相应级次的分数阶傅里叶变换且强度已知。给定各测量面的强度

信息犐犽，犃犽 ＝ 犐槡犽（犽＝１，２，３，４），设初始相位为φ０，初始振幅为犃０，入射光瞳的光场为犈０（狓，狔）＝犃０（狓，

狔）ｅｘｐ［ｉ犽φ０（狓，狔）］，迭代次数为狀。

首先进行平面０与平面１之间的迭代：

１）对 犈０（狓，狔）进行犪１ 阶分数傅里叶变换，得到 犈
犪
１
１ （狓，狔）＝ 犃

犪
１
１ （狓，狔）ｅｘｐ［ｉφ

犪
１
１ （狓，狔）］，犪１ ＝
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图２ 数值模拟示意图

Ｆｉｇ．２ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

２

π
ａｒｃｓｉｎ［ａｂｓ（犾１／犳槡 ）］，犾１ 为平面１距透镜的距离，ａｂｓ

表示绝对值。

２）令犈犪１１ （狓，狔）＝ 犃１（狓，狔）ｅｘｐ［ｉφ
犪
１
１ （狓，狔）］，其中

犃１ ＝ 犐槡１ 为施加的空间域限制；

３）对光场犈犪１１ （狓，狔）进行－犪１ 阶傅里叶变换，得到

犈０（狓，狔）＝犃
－犪１
１ （狓，狔）ｅｘｐ［ｉφ

－犪１
１ （狓，狔）］；

４）令犈０（狓，狔）＝犃０（狓，狔）ｅｘｐ［ｉφ
－犪１
１ （狓，狔）］；

５）重复步骤１）～４）狀次。

同理，可以按照以上方式分别进行入射光瞳与平面

２、３、４之间的迭代。

５　数值模拟结果

数值模拟使用的光学系统如图２所示。透镜焦距犳＝１０００ｍｍ，直径犇＝２５ｍｍ，所选波长λ＝６３２．８ｎｍ，４

个测量面距透镜距离为犾１＝３００ｍｍ、犾２＝６００ｍｍ、犾３＝１０００ｍｍ、犾４＝１５００ｍｍ。构造一个Ｚｅｒｎｉｋｅ相差作为输入

面相位分布，分辨率为犖×犖。

采用均方根误差（ＲＭＳＥ）指标评价相位恢复的误差，定义如下：

犈ＲＭＳ＝
∑
犖

犿，狀

［φ犪（犿，狀）－φ（犿，狀）－犪］
２

犖×槡 犖
， （１２）

犪＝
∑
犖

犿，狀
φ犪（犿，狀）－φ（犿，狀）

犖×犖
． （１３）

　　实际振幅与相位分布如图３所示，相位分布取某一阶次的Ｚｅｒｎｉｋｅ相差（图中为７阶）。初始振幅、相位

分布如图４所示，在本算法中我们假设瞳面尺寸已知，强度分布未知，分别对初始相位为０和随机分布两种

情形进行了模拟计算。迭代次数为３００次，分别取２阶、７阶、２０阶的Ｚｅｒｎｉｋｅ相差作为输入相位分布，选取

４个测量面至透镜的距离分别为犾１＝３００ｍｍ，犾２＝６００ｍｍ，犾３＝１０００ｍｍ，犾４＝１５００ｍｍ，相应的分数傅里叶

变换级次为犪１＝０．３７１１，犪２＝０．６８８１，犪３＝１，犪４＝１．２５１３，初始振幅与相位均为随机分布，输入相位与恢复

相位分布如图５所示。

图３ 输入面上的振幅与相位扰动。（ａ）实际振幅分布；（ｂ）实际相位分布

Ｆｉｇ．３ Ｉｎｐｕｔｔｉｎｇａｍｐｌｉｔｕｄｅａｎｄｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．（ａ）Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ；（ｂ）ｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

输入面的相位波动范围为１λ，恢复相位的均方根相对误差约为犈ＲＭＳ１＝０．０５λ，犈ＲＭＳ２＝０．１０λ，犈ＲＭＳ３＝

０．１１λ。可以看到在分数阶傅里叶变换级次不变的情况下不同阶的Ｚｅｒｎｉｋｅ相差恢复精度不同。

由图６可以看出，相同的傅里叶级次，对低阶Ｚｅｒｎｉｋｅ相差恢复效果较好，对高阶的Ｚｅｒｎｉｋｅ相差恢复效
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图４ 振幅与相位的迭代初始分布。（ａ）初始振幅；（ｂ）初始相位

Ｆｉｇ．４ Ｉｎｉｔｉａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅａｎｄｐｈａｓｅｆｏｒｉｔｅｒａｔｉｏｎ．（ａ）Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ；（ｂ）ｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

图５ 不同Ｚｅｒｎｉｋｅ阶次的输入相差与相应恢复相差。（ａ）第２项Ｚｅｒｎｉｋｅ相差；（ｂ）第７项Ｚｅｒｎｉｋｅ相差；

（ｃ）第２０项Ｚｅｒｎｉｋｅ相差

Ｆｉｇ．５ ＩｎｐｕｔｔｉｎｇＺｅｒｎｉｋｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓａｎｄｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｒｅｓｔｏｒｅｄｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ．（ａ）Ｔｈｅｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒ；

（ｂ）ｔｈｅｓｅｖｅｎｔｙｏｒｄｅｒ；（ｃ）ｔｈｅｔｗｅｎｔｉｅｔｈｏｒｄｅｒ

图６ 不同初始条件下０～２５项Ｚｅｒｎｉｋｅ相差的ＲＭＳＥ

Ｆｉｇ．６ ＲＭＳＥｏｆｔｈｅ０～２５ｔｈＺｅｒｎｉｋｅｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ

ｕｎｄｅｒｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

果较差。其中，曲线１是初始相位与振幅为０时对各个

Ｚｅｒｎｉｋｅ相差进行恢复所得的ＲＭＳＥ值；曲线２是初始

相位为随机分布，初始振幅为常数时所得的ＲＭＳＥ值；

曲线３是初始相位与振幅均为随机分布时所得ＲＭＳＥ

值。

由图６可以看出，无论初始相位为０或者是随机分

布，该算法均能得到较好的恢复效果。同样，在迭代次数

不变的情况下，改变初始振幅的分布，均可获得较好的恢

复精度，说明本算法对初始值并不敏感。

图７为不同位置处的测量面分别与输出面进行迭代

所得到的相位分布。其中图７（ａ）为输入面上的相位分

布，峰 谷（ＰＶ）值约为１λ。由图可见，利用近场输出图像
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图７ 不同位置处相位的恢复效果。（ａ）输入相位；（ｂ）３００ｍｍ处相位恢复效果；（ｃ）９００ｍｍ处相位恢复效果；

（ｄ）１０００ｍｍ处相位恢复效果；（ｅ）１５００ｍｍ处相位恢复效果

Ｆｉｇ．７ Ｒｅｓｔｏｒｅｄｐｈａｓｅｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｌｏｃａｔｉｏｎｓ．（ａ）Ｉｎｐｕｔｐｈａｓｅ；（ｂ）ｔｈｅｒｅｓｔｏｒｅｄｐｈａｓｅａｔ３００ｍｍ；（ｃ）ｔｈｅｒｅｓｔｏｒｅｄｐｈａｓｅ

ａｔ９００ｍｍ；（ｄ）ｔｈｅｒｅｓｔｏｒｅｄｐｈａｓｅａｔ１０００ｍｍ；（ｅ）ｔｈｅｒｅｓｔｏｒｅｄｐｈａｓｅａｔ１５００ｍｍ

迭代解得的相位分布细节部分比较清晰，利用较远的输出面解得的相位分布主要轮廓比较清晰。

６　结　　论

给出了一种结合改进的Ｌｏｈｍａｎｎ光学结构的分数阶傅里叶相位恢复算法，并对输出面的选取方式进行

了初步探讨。数值模拟实验对Ｚｅｒｎｉｋｅ相位分布的恢复进行了研究，结果表明：对大多数低阶Ｚｅｒｎｉｋｅ相差

而言，本算法恢复效果较好，但对高阶相差恢复效果较差，不过仍然可以降低初始值对恢复精度的影响。模

拟实验发现，测量面的位置对恢复精度也有较大影响，需要进一步的分析。
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