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摘要　研究了用Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式分析光电经纬仪主反射镜变形的方法。首先推导了将有限元分析的变形结果转

换成基于波前坐标系的数据形式的转换公式，然后用Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式对某光电经纬仪主反射镜的变形进行拟合，

计算了主反射镜变形引起的面形误差的峰 谷值（３０．７ｎｍ）和面形误差均方根值（６．３ｎｍ），与实际测量结果相比误

差分别为９．２％和１０．５％。根据Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式系数与Ｓｅｉｄｅｌ多项式系数的关系，得到了主反射镜变形对光学系

统像差造成的影响。将Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式系数导入光学系统分析软件Ｚｅｍａｘ中，可对主反射镜变形后的光学系统

进行综合分析，为光学系统修正提供参考。

关键词　光学设计；Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式；光电经纬仪；主反射镜；有限元分析；拟合
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１　引　　言

光电经纬仪是光机电精密组合的测量设备，主反射镜是系统中非常关键的部件。对主反射镜进行镜面

分析是现代经纬仪设计不可或缺的环节［１］。光电经纬仪主反射镜在载荷下镜面会发生刚体变形和表面变

形，刚体变形会引起光学系统像倾斜、离轴和离焦，表面变形将影响光学系统的波前像差。为了提高光电经

纬仪的成像质量，分析光电经纬仪主反射镜镜面变形是很有必要的。

镜面的波面总是趋于光滑和连续的，所以镜面的面形变化可以表示成一个完备的基底函数的线性组合

０７２２０１１
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或一线性无关的基底函数系的组合。通常选用Ｚｅｒｎｉｋｅ圆多项式作为基底函数系，因为它在单位圆上加权

正交，使得多项式系数相互独立，有利于消除偶然误差的影响，并且其系数很容易与光学设计者惯用的

Ｓｅｉｄｅｌ像差系数建立联系
［２－３］，Ｚｅｒｎｉｋｅ圆多项式对镜面的波面拟合的精度高，收敛性好，提供的有用信息

多［４］。由于光电经纬仪主反射镜需要中心支撑，所以主反射镜有中心孔。Ｚｅｒｎｉｋｅ圆多项式在单位环域内失

去正交性，使得系数之间存在耦合现象，不再具有明确的物理含义，甚至给出错误的结果。为了提高拟合精

度，必须使用在环域内正交的基底函数系［５］。

本文研究了用单位环域内正交的Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式拟合光电经纬仪主反射镜镜面变形的方法，并用该

方法分析了某光电经纬仪主反射镜的镜面变形，得到了主反射镜变形对光学系统像差造成的影响。

２　Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式

Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式是由Ｔａｔｉａｎ
［６］和 Ｍａｈａｊａｎ

［７］提出的，通过引入新的变量———中心遮拦比ξ，对Ｚｅｒｎｉｋｅ

圆多项式进行ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化，得到Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式。它与Ｚｅｒｎｉｋｅ圆多项式具有类似的性质。中

心遮拦比ξ的定义为环域内外圆半径的比值。事实上，Ｚｅｒｎｉｋｅ圆多项式是Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式中心比为零时

的特例。与Ｚｅｒｎｉｋｅ圆多项式相似，极坐标形式的Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式可表示为狀次径向多项式和犿 次角向

多项式的乘积。其非归一化形式可表示为

犣犻（ρ，θ，ε）＝犣
犿
狀（ρ，θ，ε）＝

犚犿狀（ρ，ε）ｃｏｓ（犿θ），犿＞０

犚犿狀（ρ，ε）ｓｉｎ（－犿θ），犿＜０

犚犿狀（ρ，ε），犿＝

烅

烄

烆 ０

， （１）

式中犻＝１，…，犖，犖 为多项式项数；狀和犿 均为整数且满足 犿 ≤狀，狀－犿＝２犼，犼为自然数，ε≤ρ≤１且

０≤θ≤２π
［８－９］。Ｚｅｒｎｉｋｅ圆多项式的径向表达式为

犚犿狀（ρ）＝ ∑
（狀－ 犿 ）／２

狊＝０

（－１）
狊（狀－狊）！

狊！［（狀＋犿）／２－狊］！［（狀－犿）／２－狊］！ρ
狀－２狊． （２）

　　Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式的径向表达式
［８］如下：

１）当犿＝０时，

犚０２犼（ρ，ε）＝犚
０
２犼
ρ
２
－ε

２

１－ε（ ）２
１／２

． （３）

　　２）当犿＞０时，

犚犿２犼＋犿（ρ，ε）＝
１－ε

２

２（２犼＋犿＋１）犺
犿［ ］
犼

１／２

ρ
犿犙犿

犼（ρ
２）， （４）

其中

犙犿犼 ρ（ ）２ ＝
２（２犼＋２犿＋１）
（犼＋犿）（１－ε

２）
犺犿－１犼

犙犿－１
犼
∑
犼

犻＝１

犙犿－１犻 （０）犙犿－１犻 ρ（ ）２

犺犿－１犻

，

犺犿犼 ＝－
２（２犼＋２犿－１）
（犼＋犿）（１－ε

２）
犙犿－１犼＋１ （）０

犙犿－１犼 （）０
犺犿－１犼 ，

犙０犼（ρ
２）＝犚

０
２犼（ρ，ε），

犺０犼 ＝
１－ε

２

２（２犼＋１）
。

　　３）当犿＜０时，

犚犿２犼＋犿（ρ，ε）＝犚
犿

２犼＋犿 （ρ，ε）． （５）

　　４）当犿＝狀时，

犚狀狀（ρ，ε）＝
ρ
狀

∑
狀

犻＝０

ε
２（ ）犻

１／２

． （６）

　　研究表明
［１０］，Ｚｅｒｎｉｋｅ圆多项式各项之间在环域内存在耦合现象，失去了正交性。而Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式

各项在环域内完全正交，所以用Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式拟合镜面变形精度更高。
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３　Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式拟合镜面变形

Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式拟合镜面变形就是把镜面变形用一个Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式的线性组合表示，即

Δ犛＝∑
犖

犻＝１

犪犻犣犻（ρ，θ）＝犪１犣１（ρ，θ）＋犪２犣２（ρ，θ）＋…＋犪狀犣狀（ρ，θ）， （７）

式中犪犻为第犻项的系数，犣犻为Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式第犻项的系数，（ρ，θ）为数据点的坐标值
［１１］。

Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式拟合的过程可分为数据转换和求取Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式系数两个步骤。用有限元分析

软件对镜面变形进行分析之后可以得到镜面变形的数据，这些数据主要包括镜面上各节点变形前的坐标值

狓犻，狔犻，狕犻（犻＝１，２，３，…，犿），犿为节点个数，各节点沿的变形量Δ狓犻，Δ狔犻，Δ狕犻。数据转换的过程将有限元软件

在笛卡儿坐标系（柱面坐标系或球面坐标系）下计算的变形结果转化为光学分析软件所能接受的基于表面法

向坐标系（如图１所示）的数据形式
［１２］，只有这样Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式系数才能与光学分析软件常用的Ｓｅｉｄｅｌ多

项式系数建立正确的关系。将有限元软件分析的变形结果转化为基于法向坐标系的模式如图２所示。镜面

为球面，半径为犚，由于镜面变形，镜面上节点犘移动到犕，过犕向变形前的镜面做垂线，交点为犖，犕犖的长

即为镜面基于表面法向坐标系的长度，用Δ狊表示。设镜面的光轴为犣轴，镜面上任意一点犘的坐标为（狓，狔，

狕），犗为镜面变形前的中心，坐标为（０，０，犚），向量 →
犘犗＝（－狓，－狔，犚－狕），由于 犘犖 很小，犘犗和犖犗近似

平行，所以 →
犖犗 方向上的单位向量为

（－狓，－狔，犚－狕）

犚
，向量 →

犘犕 ＝ （Δ狓，Δ狔，Δ狕），所以

Δ狊＝ 犕犖 ＝ （Δ狓，Δ狔，Δ狕）
（－狓，－狔，犚－狕）

犚
＝Δ狕－

狓Δ狓＋狔Δ狔＋狕Δ狕
犚

． （８）

图１ 表面法向变形示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｓｕｒｆａｃｅｎｏｒｍａｌｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

图２ 数据转化模型

Ｆｉｇ．２ Ｄａｔａｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｍｏｄｅｌ

　　数据转换完成后就可以求取Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式的系数。首先将变形前节点坐标狓犻，狔犻转换为极坐标下

的数据形式ρ犻、θ犻，然后将ρ犻、θ犻及沿镜面法线方向的Δ狊犻代入犖 项Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式中

犪１犣１（ρ１，θ１）＋犪２犣２（ρ１，θ１）＋…＋犪狀犣狀（ρ１，θ１）＝Δ狊１

犪１犣１（ρ２，θ２）＋犪２犣２（ρ２，θ２）＋…＋犪狀犣狀（ρ２，θ２）＝Δ狊２



犪１犣１（ρ犿，θ犿）＋犪２犣２（ρ犿，θ犿）＋…＋犪狀犣狀（ρ犿，θ犿）＝Δ狊

烅

烄

烆 犿

． （９）

　　由于犿＞狀，所以（９）式是超定方程组，没有正解，只有最小二乘解，通常用求解线性最小二乘问题的豪斯

荷尔德变换法或求解线性最小问题的广义逆法求解此超定方程，即可得到各项Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式的系数，计

算出Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式后即可拟合镜面误差。镜面的法向镜面误差的均方根（ＲＭＳ）值和峰 谷（ＰＶ）值为

犲ＲＭＳ＝
１

π（１－ε
２）∫
２π

０
∫
１

ε

Δ狊
２（ρ，θ）ρｄρｄθ－

１

π
２（１－ε

２）２
［∫
２π

０
∫
１

ε

Δ狊（ρ，θ）ρｄρｄθ］｛ ｝２
１／２

， （１０）

犲ＰＶ ＝Δ狊ｍａｘ－Δ狊ｍｉｎ． （１１）

　　根据Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式系数可以得到光学设计软件常用的Ｓｅｉｄｅｌ像差系数。常用Ｓｅｉｄｅｌ像差系数与

Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式系数的关系如表１所示。
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表１ 常用Ｓｅｉｄｅｌ像差系数与Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式系数的关系

Ｔａｂｌｅ１　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｃｏｍｍｏｎＳｅｉｄｅｌａｂｅｒｒａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｎｄＺｅｒｎｉｋｅａｎｎｕｌａｒｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

Ｓｅｉｄｅｌｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Ｍｅａｎｉｎｇ ＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｉｎＺｅｒｎｉｋｅａｎｎｕｌａｒｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ

犠０００ Ｐｉｓｔｏｎ 犣１－犣４＋犣９
１＋４ε

２
＋ε

４

（１－ε２）２

犠１１１ Ｔｉｌｔ

犣２
（１＋ε２）１

／２－
２犣７（１＋ε

２
＋ε

４）

（１－ε２） （１＋ε２）（１＋４ε２＋ε４［ ］）１／｛ ｝２
２

槡 ＋

犣３
（１＋ε２）１

／２－
２犣８（１＋ε

２
＋ε

４）

（１－ε２） （１＋ε２）（１＋４ε２＋ε４［ ］）１／｛ ｝２槡
２

犠０２０ Ｆｏｃｕｓ ２犣４／（１－ε
２）－６犣９（１＋ε

２）／（１－ε２）２－ （犣２５＋犣
２
６）／（１＋ε

２
＋ε

４）１／槡
２

犠２２２ Ａｓｔｉｇｍａｔｉｓｍ ２ （犣２５＋犣
２
６）／（１＋ε

２
＋ε

４）１／槡
２

犠１３１ Ｃｏｍａ ３（１＋ε２）（犣２７＋犣
２
８）
１／２／（１－ε２） （１＋ε２）（１＋４ε２＋ε４［ ］）１／２

犠０４０ Ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ６犣９／（１－ε
２）２

４　用Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式拟合某光电经纬仪主反射镜镜面变形

某型号光电经纬仪主反射镜口径７９０ｍｍ，镜面直径２２８０ｍｍ，中心孔直径１８４ｍｍ，使用３组底支撑组

件共９点支撑盘在轴向上支撑主镜。在背部均布有３个盲孔，３组重锤平衡杠杆对主镜进行侧支撑。主反

射镜及其支撑结构的有限元分析模型如图３所示，建模时采用的笛卡儿坐标系应与光学分析软件中的笛卡

儿坐标系相一致。由于重力作用，光轴水平时主反射镜的变形图如图４所示。表２列出了镜面上节点的变

形数据，用于对镜面变形进行分析。

图３ 有限元分析模型图

Ｆｉｇ．３ Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔａｎａｌｙｓｉｓｍｏｄｅｌ

图４ 主反射镜镜面变形图

Ｆｉｇ．４ Ｐｒｉｍａｒｙｍｉｒｒｏｒｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

表２ 外载荷下主反射镜镜面上的节点变形前坐标值及变形后的位移

Ｔｉｂｌｅ２　Ｌｏｃａｔｉｏｎｂｅｆｏｒｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎａｎｄｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｆｔｅｒｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｕｎｄｅｒｅｘｔｅｒｎａｌｌｏａｄｏｆｎｏｄｅｓ

ｏｎｔｈｅｓｕｒｆａｃｅｏｆｐｒｉｍａｒｙｍｉｒｒｏｒ

Ｎｏｄｅｎｕｍｂｅｒ 狓 狔 狕 Δ狓 Δ狔 Δ狕

４３４９６ －９０．００ １．５２９×１０１３ １．７７７ ４．８６６×１０－６ ２．３６８×１０－６ ８．２２３×１０－７

４３４９７ －８６．９３ －２３．２９ １．７７７ ３．８８０×１０－６ ２．６０４×１０－７ ６．６０９×１０－７

４３４９８ －７７．９４ －４５．００ １．７７７ ２．０５６×１０－６ －１．７２７×１０－６ ３．９３６×１０－７

４３４９９ －６３．６３ －６３．６３ １．７７７ ９．７２８×１０－７ －２．５４８×１０－６ ３．０５７×１０－７

      

　　对镜面上各节点及其变形数据进行Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式拟合分析，表３列出了前２９项Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式

拟合系数。
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表３ 前２９项Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式系数

Ｔａｂｌｅ３　Ｆｉｒｓｔ２９ｔｅｒｍｓｏｆＺｅｒｎｉｋｅａｎｎｕｌａｒｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

１ ２ ３ ４ ５

５．７９１１２×１０－６ －３．２９０１７×１０－９ －１．１１５００×１０－５ ５．３４２７５×１０－６ －８．１５２７６×１０－６

６ ７ ８ ９ １０

５．４４２５４×１０－８ ３．４０９３１×１０－９ １．０９６２１×１０－６ １．１５９７１×１０－７ ２．０３５００×１０－９

１１ １２ １３ １４ １５

２．０５２３５×１０－６ －２．９８１６１×１０－６ １．７６５６３×１０－７ －２．６４４０２×１０－８ １．００９９７×１０－６

１６ １７ １８ １９ ２０

－４．９９８２１×１０－７ －２．０７１８５×１０－６ ５．８３２４９×１０－８ －１．５８３５５×１０－８ －２．５９１９７×１０－６

２１ ２２ ２３ ２４ ２５

２．２７０１７×１０－６ －６．６１９２１×１０－８ ３．４９８９５×１０－８ －１．１５３２７×１０－７ －１．８６２２７×１０－７

２６ ２７ ２８ ２９

－２．７０２３×１０－８ ７．１１０４７×１０－８ －１．８４８７６×１０－７ －７．４２７７８×１０－８

　　计算出Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式的系数后就可以拟合出镜面的面形误差。图５所示为主反射镜光轴处于水平

状态时Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式拟合出的镜面的面形误差，ＰＶ值３０．７ｎｍ，ＲＭＳ值６．３ｎｍ。表４列出了镜面的面

形误差对常用Ｓｅｉｄｅｌ像差系数大小的影响。将表３中的Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式系数导入Ｚｅｍａｘ光学软件的表面

数据中，可求得光学系统主反射镜变形后的光学传递函数和各类像差，实现对主反射镜变形后的光学系统的

综合分析。

图５ Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式拟合出的镜面面形误差

Ｆｉｇ．５ Ｓｕｒｆａｃｅｅｒｒｏｒｏｆｐｒｉｍａｒｙｍｉｒｒｏｒｆｉｔｔｅｄｂｙ

Ｚｅｒｎｉｋｅａｎｎｕｌａｒｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ

表４ 镜面的面形误差对常用Ｓｅｉｄｅｌ像差系数

大小的影响

Ｔａｂｌｅ４　ＩｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｓｕｒｆａｃｅｅｒｒｏｒｏｎｃｏｍｍｏｎＳｅｉｄｅｌ

ａｂｅｒｒａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

Ｓｅｉｄｅｌａｂｅｒａｔｉｏｎ

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
Ｖａｌｕｅ

犠０００ ６．０５１３×１０－７

犠１１１ １．３０５２×１０－５

犠０２０ ７．７８９０×１０－７

犠２２２ １．９３９６×１０－５

犠１３１ ３．３２５８×１０－６

犠０４０ ７．６８４４×１０－７

５　拟合结果与实验对比

用干涉仪分别对加工完成时的主反射镜以及组装后光轴为水平时的主反射镜检测，图６和图７分别为

主镜加工完成时及光轴处于水平状态时的检测图。检测使用的波长λ为６３２．８ｎｍ。如图６、图７所示，主反

射镜加工完成时测得ＰＶ值为０．１３９７λ，ＲＭＳ值为０．０３１５λ。光轴处于水平状态时测得的ＰＶ值为０．１９３１λ，

ＲＭＳ值为０．０３２８λ。根据极大计算法，光轴处于水平状态时的ＰＶ值等于加工误差引起的面形误差ＰＶ值

与主反射镜表面变形引起的面形误差ＰＶ值之和，所以由主反射镜表面变形引起的面形误差ＰＶ 值为

０．０５３４λ，约为３３．８ｎｍ。由于加工误差和主反射镜变形分别引起的面形误差互不相关，根据标准差合成公

式可以得到主反射镜变形引起的面形误差的ＲＭＳ值计算公式

σ２ ＝ σ
２
－σ槡

２
１， （１２）

式中σ表示光轴处于水平状态时主反射镜面形误差的ＲＭＳ值，σ１ 表示加工完成时的ＲＭＳ值。将检测得到

的上述ＲＭＳ值代入（１２）式，得到主反射镜变形引起的面形误差ＲＭＳ值为０．００９λ，约为５．７ｎｍ。将拟合结
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果和检测结果对比，拟合得到的ＰＶ值的相对误差为９．２％，ＲＭＳ值的相对误差为１０．５％。

图６ 加工完成时的主反射镜检测图

Ｆｉｇ．６ Ｉｎｓｐｅｃｔｉｏｎｍａｐｏｆｐｒｉｍａｒｙｍｉｒｒｏｒｗｈｉｃｈ

ｈａｓｂｅｅｎｆａｂｒｉｃａｔｅｄ

图７ 光轴水平状态时的主反射镜检测图

Ｆｉｇ．７ Ｉｎｓｐｅｃｔｉｏｎｍａｐｏｆｐｒｉｍａｒｙｍｉｒｒｏｒｗｈｅｎｔｈｅ

ｏｐｔｉｃａｌａｘｉｓｉｓｉｎａｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｓｔａｔｅ

６　结　　论

介绍了Ｚｅｒｎｉｋｅ圆多项式和Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式的性质，由于Ｚｅｒｎｉｋｅ圆多项式各项之间在环域内存在耦

合现象，失去了正交性，Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式各项在环域内完全正交，所以Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式更适合用于分析含

中心孔的主反射镜的变形。提供了用Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式分析含有中心孔的主反射镜变形的方法，并对某光

电经纬仪主反射镜变形进行了分析，得到了Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式前２９项系数和主反射镜面形误差对常用的

Ｓｅｉｄｅｌ像差系数大小的影响。将拟合得到的镜面变形引起的镜面误差ＰＶ值和ＲＭＳ值与实际检测的镜面

变形引起的镜面误差ＰＶ值和ＲＭＳ值进行对比可知，拟合得到的结果误差较小，因此该方法适用于分析光

电经纬仪主反射镜镜面变形。将Ｚｅｒｎｉｋｅ环多项式系数导入Ｚｅｍａｘ光学软件的表面数据中，可实现对主反

射镜变形后的光学系统的综合分析，为光学系统的修正提供参考，对于提高光电经纬仪的成像质量和测量精

度具有很重要的意义。
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