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变参式犜犻犽犺狅狀狅狏正则化图像复原算法
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（北京理工大学光电学院 光电成像技术与系统教育部重点实验室，北京１０００８１）

摘要　正则化方法是近年来流行的图像复原算法。研究了周期边界条件下Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化的预处理共轭梯度算

法，提出了新的预处理矩阵和变化正则化参数的方法。正则化参数先取较大值，抑制复原图像中的噪声，得出收敛

的结果来修正初始梯度；再取较小值，用来增强复原图像中的细节。对一组图像复原基准问题的实验结果表明，与

当前流行的正则化图像复原算法比较，该算法的图像复原效果更佳。
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１　引　　言

图像复原是图像处理中最早、最经典的反问题之一，可以追溯到２０世纪６０年代。一般来讲，成像系统

可以被模型化为一个线性、空间不变性系统。由此，成像过程可认为是物体与退化函数的卷积，想得到原物

体的信息，理论上进行反卷积运算即可。然而，反卷积运算是一个病态的反问题。流行的求解方法是正则化

方法。

针对周期边界条件下的图像复原问题，本文提出了变化正则化参数的Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化改进方法。讨

论了不同的点扩展函数（ＰＳＦ）情形下，不同的退化噪声图像的图像复原问题。进行了仿真实验，取得良好的

客观评价结果。
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２　模糊图像退化过程

设犳（狓，狔）为原始图像，大小为犃×犅；犺（狓，狔）是成像系统的点扩展函数；犵（狓，狔）为经成像系统生成的

退化图像，是可以获得的观测数据样本；狀（狓，狔）为随机高斯白噪声。在几何光学条件下，对于线性移不变成

像系统，模糊图像的退化过程可以表示为［１，２］

犵（狓，狔）＝犳（狓，狔）犺（狓，狔）＋狀（狓，狔）． （１）

　　在数字图像处理中，一幅图像常常用矩阵或者由矩阵字典顺序展开所得的列向量来表示。于是，图像退

化过程的离散模型表示如下：

犵＝犎犳＋狀， （２）

式中犵，犳，狀为犃犅×１的列向量，由大小为犃×犅的函数矩阵犵（狓，狔），犳（狓，狔）和狀（狓，狔）的各列按字典顺序

展开而成。模糊矩阵犎是一个表示卷积运算的线性变换。

３　Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化算法

由于模糊矩阵犎常常是奇异的，或是病态的，所以从犵恢复犳是一个病态的反问题。对其求解的典型

方法是通过求解犔狆 范数的最小值
［３］

ａｒｇｍｉｎ
犳

‖犵－犎犳‖
２
２＋α‖犳‖｛ ｝狆 ， （３）

式中α＞０称为正则化参数。‖犳‖狆 称为正则化函数，有多种选择。取狆＝１时，得到犔１范数正则化函数
［４］。

取‖犳‖狆＝犞ｔ（犳），即全变分范数，得到全变分范数正则化函数
［５］。取‖犳‖狆＝‖犇犳‖

２
２，得到Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则

化函数，犇为某种特殊矩阵
［６］。

４　Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化预处理共轭梯度算法

对于Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化函数，求解相应的欧拉方程，得到

犳＝
犎Ｔ
犵

（犎Ｔ犎＋α犇）
． （４）

　　令

犕 ＝犎
Ｔ犎＋α犇， （５）

犫＝犎
Ｔ
犵， （６）

则（４）式可改写为线性方程

犕犳＝犫． （７）

　　在图像处理问题中，模糊矩阵犎 往往很大。（７）式是一个超大的线性方程，直接求解需要求解犕 的逆

矩阵，数学计算量非常大，不容易实现。因此，常用的方法是运用迭代求解的方法，来求解近似解。预处理共

轭梯度（ＰＣＧ）算法是非常适合编程计算的有效方法
［７］。

对于线性方程犕犳＝犫，给定预处理矩阵犖，预处理共轭梯度法可以表示为：

犽＝０， （８）

犳０ ＝０， （９）

狉０ ＝犕犳０－犫， （１０）

狕０ ＝犖
－１狉０， （１１）

狆０ ＝－狕０， （１２）

δ０ ＝〈狉０，狕０〉． （１３）

　　开始ＰＣＧ迭代过程：

犺犽 ＝犕狆犽， （１４）

τ犽 ＝
δ犽

〈狆犽，犺犽〉
， （１５）

犳犽＋１ ＝犳犽＋τ犽狆犽， （１６）

０５１００１２
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狉犽＋１ ＝狉犽＋τ犽犺犽， （１７）

狕犽＋１ ＝犖
－１狉犽＋１， （１８）

δ犽＋１ ＝〈狉犽＋１，狕犽＋１〉， （１９）

β犽 ＝
δ犽＋１

δ犽
， （２０）

狆犽＋１ ＝－狕犽＋１＋β犽狆犽， （２１）

犽＝犽＋１． （２２）

　　达到停止准则时，停止迭代。一般可以设置停止准则为狉ｋ范数小于某给定常数，如‖狉ｋ‖＜０．００１。

５　变参式改进算法

５．１　传统算法计算不足之处

当边界条件取周期边界条件时，取犇为周期边界条件的负拉普拉斯矩阵犔，犔可以表示为一个犅×犅维

的分块矩阵：

犔＝

犔０ －犐 Θ … －犐

－犐 犔０ －犐 … Θ

Θ －犐 犔０ … Θ

   

－犐 Θ Θ … 犔

熿

燀

燄

燅０

， （２３）

式中犐为犃×犃的单位矩阵，Θ为犃×犃的零矩阵，犔０ 为犃×犃的矩阵：

犔０ ＝

４ －１ ０ … －１

－１ ４ －１ … ０

０ －１ ４ … ０

   

－１ ０ ０ …

熿

燀

燄

燅４

． （２４）

　　当边界条件为零边界条件时，最佳预处理矩阵（ＰＭ）效果最好
［８］。而对于周期边界条件，则表现不佳。

经过观察与实验，提出新的预处理矩阵，取犖＝犕＝犎Ｔ犎＋α犔。

调用Ｍａｔｌａｂ函数ｐｓｆ＝ｆｓｐｅｃｉａｌ（‘ｍｏｔｉｏｎ’，７１，５６）；产生运动退化点扩展函数，调用ｇ＝ｉｍｆｉｌｔｅｒ（ｆ，ｐｓｆ，

‘ｃｏｎｖ’，‘ｓａｍｅ’，‘ｃｉｒｃｕｌａｒ’）产生退化模糊图像，取周期边界条件。调用ｇ＝ｉｍｎｏｉｓｅ（ｇ，‘ｇａｕｓｓｉａｎ’，０，１．ｅ３）

加入均值为零，方差为１×１０－３的高斯白噪声，以２５６ｐｉｘｅｌ×２５６ｐｉｘｅｌ的Ｌｅｎａ，Ｃａｍｅｒａｍａｎ灰度图像为测试

对象，参数取值α＝０．０１，运行预处理共轭梯度法，比较预处理矩阵不同时的图像复原效果（图１）。

图１ 不同预处理矩阵图像复原效果比较。（ａ）最佳预处理矩阵Ｌｅｎａ；（ｂ）新的预处理矩阵Ｌｅｎａ；

（ｃ）最佳预处理矩阵Ｃａｍｅｒａｍａｎ；（ｄ）新的预处理矩阵Ｃａｍｅｒａｍａｎ

Ｆｉｇ．１ Ｉｍａｇｅｒｅｓｔｏｒａｔｉｏｎｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇｍａｔｒｉｃｅｓ（ＰＭｓ）．（ａ）ＯｐｔｉｍａｌＰＭｆｏｒＬｅｎａ；

（ｂ）ｎｅｗＰＭｆｏｒＬｅｎａ；（ｃ）ｏｐｔｉｍａｌＰＭｆｏｒＣａｍｅｒａｍａｎ；（ｄ）ｎｅｗＰＭｆｏｒＣａｍｅｒａｍａｎ

调用 Ｍａｔｌａｂ函数ｐｓｆ＝ｆｓｐｅｃｉａｌ（‘ｇａｕｓｓｉａｎ’，［２１，２８］，１０）产生高斯退化点扩展函数，调用ｇ＝ｉｍｆｉｌｔｅｒ

（ｆ，ｐｓｆ，‘ｃｏｎｖ’，‘ｓａｍｅ’，‘ｃｉｒｃｕｌａｒ’）产生退化模糊图像，取周期边界条件。调用ｇ＝ｉｍｎｏｉｓｅ（ｇ，‘ｇａｕｓｓｉａｎ’，
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０，１．ｅ３）加入均值为零，方差为１×１０－３的高斯白噪声，以２５６ｐｉｘｅｌ×２５６ｐｉｘｅｌ的Ｌｅｎａ，Ｃａｍｅｒａｍａｎ灰度图

像为测试对象，运行预处理共轭梯度法，比较α取值不同时的图像复原效果。

从图２中可以看到，当α取值大时，复原图像含有的噪声很少，但是同时也丢失了很多细节，看起来较为

平滑，当α取值小时，复原图像含有很多噪声，但是同时也强化了很多细节。不能够两全其美。

图２ 不同正则化参数图像复原效果比较

Ｆｉｇ．２ Ｉｍａｇｅｒｅｓｔｏｒａｔｉｏｎｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

５．２　变参式计算方法

由于传统算法在计算中的不足，本文提出变参式计算方法，首先α取较大值，用来抑制复原图像中的噪

声。运行一次ＰＣＧ算法，得出收敛的结果犳。与模糊矩阵犎卷积计算，修正初始梯度狉０ 接近真实值。再以

此时的犳，狉０ 为初值，再次运行ＰＣＧ算法。然后α取较小值，用来增强复原图像中的细节。循环往复，得到

收敛结果，既减小了噪声又强化了细节。可以表示为：

１）给定初值：α＝α０，０＜犽＜１，犳０ ＝０，狉０ ＝－犎
Ｔ
犵；

２）运行ＰＣＧ算法，得出收敛结果犳；

３）犳０ ＝犳，α＝α×犽，狉０ ＝犕犳０－犎
Ｔ
犵，返回２）。

６　实验结果与分析

为了验证本文算法的有效性，进行了仿真实验，与当前流行的ＦｏｒＷａＲＤ算法
［９］、ＳＡＤＣＴ算法

［１０］和

ＢＭ３Ｄ算法
［１１］进行了比较。采用峰值信噪比（ＰＳＮＲ）作为图像复原性能的客观评价尺度

［１２］。选取下面的

点扩展函数，比较几种算法的复原性能：

ＰＳＦ１：ｐｓｆ＝ｆｓｐｅｃｉａｌ（‘ｇａｕｓｓｉａｎ’，［８０，８０］，８０）；

ＰＳＦ２：ｐｓｆ＝ｆｓｐｅｃｉａｌ（‘ｍｏｔｉｏｎ’，２７０，２００）；

ＰＳＦ３：ｐｓｆ＝ｆｓｐｅｃｉａｌ（‘ａｖｅｒａｇｅ’，［１００，１００］）；

ＰＳＦ４：ｐｓｆ＝ｆｓｐｅｃｉａｌ（‘ｄｉｓｋ’，５０）。

调用ｇ＝ｉｍｆｉｌｔｅｒ（ｆ，ｐｓｆ，‘ｃｏｎｖ’，‘ｓａｍｅ’，‘ｃｉｒｃｕｌａｒ’）产生退化模糊图像，取周期边界条件。调用ｇ＝

ｉｍｎｏｉｓｅ（ｇ，‘ｇａｕｓｓｉａｎ’，０，１．ｅ３）加入均值为零，方差为１×１０
－３的高斯白噪声，以２５６ｐｉｘｅｌ×２５６ｐｉｘｅｌ的

Ｌｅｎａ，Ｃａｍｅｒａｍａｎ灰度图像为测试对象，最大迭代次数取为１００００次，迭代停止准则取为两次循环计算所得

的相对误差之差小于１×１０－７，认为算法收敛，跳出循环。本文算法中参数取值为α０＝５，犽＝０．７。所有数值

运算在 Ｗｉｎｄｏｗｓ７平台下，ＭａｔｌａｂＶ７．１０上实现；计算机为Ｉｎｔｅｌ酷睿ｉ３５３０双核ＣＰＵ，２ＧＢＤＤＲ３１３３３内

存配置的台式机。

表１为对于不同种类的点扩展函数，本文改进算法与当前流行的图像复原算法的客观评价比较。

图３～６为对于不同种类的点扩展函数，本文改进算法与当前流行的图像复原算法的退化图像复原效果

比较。
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表１　几种算法的图像复原性能比较

Ｔａｂｌｅ１　Ｉｍａｇｅｒｅｓｔｏｒａｔｉｏｎｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｅｖｅｒａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

Ｂｌｕｒ ＰＳＦ１ ＰＳＦ２ ＰＳＦ３ ＰＳＦ４

ＰＳＮＲ Ｔｉｍｅ／ｓ ＰＳＮＲ Ｔｉｍｅ／ｓ ＰＳＮＲ Ｔｉｍｅ／ｓ ＰＳＮＲ Ｔｉｍｅ／ｓ

Ｌｅｎａ

Ｐｒｏｐｏｓｅｄ １９．１６ ４．０７ １８．８９ ３．７９ １８．５１ ４．０２ １９．０１ ３．７４

ＦｏｒＷａＲＤ １４．７５ ０．２３ １１．４２ ０．２４ １３．７９ ０．２６ １４．３２ ０．２３

ＳＡＤＣＴ １５．３４ １．０５ １５．４７ １．００ １５．７１ ０．９７ １５．１８ ０．９７

ＢＭ３Ｄ １８．９９ ２．０３ １７．３９ ２．３２ １８．２６ ２．０２ １８．３７ ２．００

Ｃａｍｅｒａｍａｎ

Ｐｒｏｐｏｓｅｄ １７．９０ ３．７４ １８．２２ ３．５７ １７．７０ ３．７６ １８．０６ ３．７６

ＦｏｒＷａＲＤ １６．３８ ０．２４ １３．７４ ０．２４ １５．７８ ０．２５ １６．１７ ０．２３

ＳＡＤＣＴ １５．５９ ０．９７ １５．１６ ０．９７ １５．５４ ０．９７ １５．３９ ０．９７

ＢＭ３Ｄ １７．７８ １．９０ １５．７０ ２．１４ １７．５３ １．９３ １８．０３ １．９１

图３ ＰＳＦ１退化图像复原效果比较

Ｆｉｇ．３ ＤｅｂｌｕｒｒｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｃｏｍｐａｒｉｓｉｏｎｏｆｔｈｅｉｍａｇｅｂｙｓｅｖｅｒａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒＰＳＦ１

图４ ＰＳＦ２退化图像复原效果比较

Ｆｉｇ．４ ＤｅｂｌｕｒｒｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｉｍａｇｅｓｂｙｓｅｖｅｒａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒＰＳＦ２
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图５ ＰＳＦ３退化图像复原效果比较

Ｆｉｇ．５ ＤｅｂｌｕｒｒｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｃｏｍｐａｒｉｓｉｏｎｏｆｔｈｅｉｍａｇｅｓｂｙｓｅｖｅｒａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒＰＳＦ３

图６ ＰＳＦ４退化图像复原效果比较

Ｆｉｇ．６ ＤｅｂｌｕｒｒｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｉｍａｇｅｓｂｙｓｅｖｅｒａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒＰＳＦ４

７　结　　论

针对周期边界条件下Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化的预处理共轭梯度图像复原算法，提出了变化正则化参数的改

进方法以及新的预处理矩阵。正则化参数先取较大值，抑制复原图像中的噪声，得出收敛的结果来修正初始

梯度；再取较小值，用来增强复原图像中的细节。实验结果表明：对于各种退化造成的模糊图像，本文算法复

原效果优于当前流行的图像复原算法。
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