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摘要　对三维虚拟物体的计算全息图算法进行简要分析。基于分析研究结果，将三维物体表面视为形状及位置不

同的直角三角形面元的组合，导出一种便于计算的三维物体计算全息图算法，给出光滑表面的三维物体计算全息

图实例。基于采样定理，对漫反射三维物体计算全息图的算法进行探索研究，给出漫反射三维物体计算全息图

实例。
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１　引　　言

计算全息是基于衍射的数值计算理论及计算机形成的一项新兴技术。计算机在空间光调制器（ＳＬＭ）

上生成全息图，用相干光照射全息图后，透射光能够完整重现三维（３Ｄ）物体的波前，具有重要的应用前

景［１～３］。近年来，随着计算机及空间光调制器技术的进步，计算全息图的形成及三维物体实像的显示逐渐成

为国内外三维显示技术的一个研究热点，取得了不少成果［１～１８］。尽管这项技术取得了重要进展，但始终有

两个问题制约着该技术的实际应用：其一是全息图的计算速度达不到实时显示的要求；其二是受目前市场光

电显示器件的限制，无法获得大尺寸和大视场角的三维图像。

由于计算全息与数字全息涉及的均是相干光成像问题，近年来可变放大率数字全息图像重建的一些研

究成果［１９～２１］应能移植到大尺寸和大视场角的计算全息三维图像研究。因此，本文主要致力于第一个问题，

即提高计算全息图计算速度的研究。目前国内外流行的算法中，主要存在将物体表面视为点源集合及微面

元集合的两类算法。本文的分析研究表明，面元集合算法的计算速度通常优于点源集合的算法，对于面元集

合算法进行深入研究是提高计算全息图形成速度的有效途径。为此，将三维物体表面视为形状及位置不同
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的三角形面元的组合，将任意面元分解为两个直角三角形面元，导出任意形状三角形面元频谱的解析表达式，

基于衍射角谱理论，形成一种便于计算的三维物体计算全息图算法，给出光滑表面的三维物体计算全息实例。

基于采样定理，对漫反射三维物体计算全息图的算法进行探索研究，给出漫反射三维物体计算全息实例。

２　形成计算全息图的两类计算方法的讨论

２．１　点源集合的算法及存在的问题

将物体表面视为点源集合的算法是较传统的算法，简述如下。

在空间中建立直角坐标系犗狓狔狕，设记录全息图的平面为狕＝狕Ｈ，（狓犻，狔犻，狕犻）是物体表面第犻个点源的

坐标，若能够对记录平面的光波场有贡献的点源数为犖，且狕Ｈ ＞狕犻，则记录平面的光波场复振幅为

犝（狓，狔）＝∑
犖

犻＝１

犃犻
狉犻
ｅｘｐ［ｊ（犽狉犻＋φ犻）］， （１）

式中ｊ＝ －槡 １，狉犻＝ （狓－狓犻）
２
＋（狔－狔犻）

２
＋（狕Ｈ－狕犻）槡

２；犽＝２π／λ，λ为光波长；犃犻和φ犻分别表示第犻个

点源的振幅和初始相位。

由于实际物体的表面通常为散射面，散射面可以视为大量相位随机取值的点元的集合［２２］，将φ犻选择为

０～２π内的随机值，若所选择的点足够密集，这种算法能够较理想地模拟实际物体的发光过程。然而，在形

成计算全息图时，为精确表示三维物体，密集的点源让犖 的取值非常庞大，需要长时间的计算。而对于实时

形成全息图及显示图像，需要计算速度达到２５ｆｒａｍｅ／ｓ，虽然目前国内外对如何提高点源算法的速度进行了

大量研究［３］，但计算速度还较难达到要求。

２．２　物体表面视为面源集合的算法及存在的问题

为克服使用点源组成平面光源时需要大数量点光源而给数值计算带来的困难，将物体表面视为一定形

状微小平面集合的算法是出现了。由于平面波照射三角形孔时透射波的频谱有解析解，２００８年，Ａｈｒｅｎｂｅｒｇ

等［２３］基于衍射角谱理论以及Ｔｏｍｍａｓｉ等
［２４，２５］对倾斜发光面衍射计算的研究，提出将物体表面视为不同形

状的光滑三角形面元集合的下述算法。

令物体表面由犖个相互连接的三角形面元组成，第犻个面元的频谱为犌犻（犳狓犻，犳狔犻），通过数学变换
［２５］，将

组成物体表面的三角形面元的频谱变换到邻近物体并垂直于记录平面的频谱平面犠犻（犳狓，犳狔）＝犜［犌犻（犳狓犻，

犳狔犻）］，若该平面到全息记录平面的距离为犱，则到达全息图的光波场可以用角谱衍射公式表示为

犝（狓，狔）＝犉
－１

∑
犖

犻＝１

犠犻（犳狓，犳狔［ ］）ｅｘｐｊ犽犱 １－（λ犳狓）
２
－（λ犳狔）槡［ ］｛ ｝２ ， （２）

式中数学变换犠犻（犳狓，犳狔）是一个解析函数。容易对犖 个三角形面元的频谱进行求和运算，当完成求和运算

并与传递函数相乘后，只需要一次傅里叶逆变换便能获得到达全息图的光波场。通常情况下，表示一个物体

表面使用的三角形面元数量要比使用点源表示所运用的数量小很多，因此，尽管计算速度还不能达到

２５ｆｒａｍｅ／ｓ，面源集合算法是一种较有前景的计算方法。

图１ 三角形面元坐标定义

Ｆｉｇ．１ Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆｔｒｉａｎｇｕｌａｒａｒｅａｕｎｉｔｓ

然而，（２）式是基于三角形面元的傅里叶变换为解析解的前提得出的，其物理意义为三角形面元发出的

光波是均匀平面波。因此，重建物体的表面由亮度均匀而光滑的三角形面元组成，不能有效显示较为接近实

际的表面为散射面的三维物体。此外，由于频谱的数学变换犠犻（犳狓，犳狔）＝犜［犌犻（犳狓犻，犳狔犻）］
［２３～２５］繁杂，虽然

文献［２３］提出了一种三角形面元频谱的算法，但是不能

用其公式获得正确的结果，稍后给出计算实例。

３　三角形面元频谱解析解的研究

由于文献［２３］提供了十分有价值的计算思路，以下

将任意三角形视为两个彼此相连的直角三角形的组合，

导出便于计算的解析表达式。

任意形状三角形均能沿最长的边分解为两个直角三
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角形，让三角形的最长边与直角坐标系犗狓狔的狓轴相重合，图１给出三个顶点坐标分别为（０，犪），（－犫，０），

（犮，０）的三角形面元坐标定义。

令犝１（狓，狔，０），犝２（狓，狔，０）分别为图１中第一及第二象限的直角三角形面元的光波复振幅（在三角形内

为１，其余为０），原三角形面元的傅里叶变换犜Δ（犳狓，犳狔）则为两直角三角形面元变换之和：

犜Δ（犳狓，犳狔）＝犉｛犝１（狓，狔，０）｝＋犉｛犝２（狓，狔，０）｝＝犜１（犳狓，犳狔）＋犜２（犳狓，犳狔）． （３）

　　根据图１，（３）式右边两项可分别写为

犜１（犳狓，犳狔）＝∫
犮

０

ｅｘｐ（－ｊ２π狓犳狓）ｄ狓∫
犪－犪狓／犮

０

ｅｘｐ（－ｊ２π狔犳狔）ｄ狔， （４）

犜２（犳狓，犳狔）＝∫
０

－犫

ｅｘｐ［－ｊ２π狓犳狓］ｄ狓∫
犪狓／犫＋犪

０

ｅｘｐ［－ｊ２π狔犳狔］ｄ狔． （５）

经积分运算和整理后得

犜１（犳狓，犳狔）＝－犮
ｅｘｐ（－ｊ２π犪犳狔）

２π犳狔
×
ｅｘｐ［－ｊ２π（犮犳狓－犪犳狔）］－１

２π（犮犳狓－犪犳狔）
＋
｛ｅｘｐ［－ｊ２π犮犳狓］－１｝

４π
２
犳狔犳狓

， （６）

犜２（犳狓，犳狔）＝犫
ｅｘｐ（－ｊ２π犪犳狔）

－２π犳狔
×
１－ｅｘｐ［ｊ２π（犫犳狓＋犪犳狔）］

２π（犫犳狓＋犪犳狔）
＋
１－ｅｘｐ（ｊ２π犫犳狓）

４π
２
犳狔犳狓

． （７）

　　以上两式在进行计算时，会遇到分母为零的问题。为便于数值计算，进行以下５种分母为零情况的

讨论。

１）当犳狓＝０及犳狔≠０时，（４）、（５）式重新写为

犜１（犳狓，犳狔）＝∫
犮

０

ｄ狓∫
犪－犪狓／犮

０

ｅｘｐ［－ｊ２π狔犳狔］ｄ狔， （８）

犜２（犳狓，犳狔）＝∫
０

－犫

ｄ狓∫
犪狓／犫＋犪

０

ｅｘｐ［－ｊ２π狔犳狔］ｄ狔． （９）

经积分运算得

犜１（犳狓，犳狔）＝
犮

４犪π
２
犳
２
狔

［１－ｅｘｐ（－ｊ２π犪犳狔）］＋
ｊ犮
２π犳狔

， （１０）

犜２（犳狓，犳狔）＝
犫

４犪π
２
犳
２
狔

［ｅｘｐ（－ｊ２π犪犳狔）－１］－
犫

ｊ２π犳狔
． （１１）

　　２）当犳狓≠０及犳狔＝０时，（４）、（５）式重新写为

犜１（犳狓，犳狔）＝∫
犮

０

ｅｘｐ［－ｊ２π狓犳狓］（犪－犪狓／犮）ｄ狓， （１２）

犜２（犳狓，犳狔）＝∫
０

－犫

ｅｘｐ［－ｊ２π狓犳狓］（犪狓／犫＋犪）ｄ狓． （１３）

经积分运算得

犜１（犳狓，犳狔）＝－
ｊ犮
２ｅｘｐ（－ｊ２π犮犳狓）

２犪π犳狓
－

犮

４犪π
２
犳
２
狓

－ｊ
犪
２π犳（ ）

狓

［ｅｘｐ（－ｊ２π犮犳狓）－１］， （１４）

犜２（犳狓，犳狔）＝－
ｊ犪ｅｘｐ（ｊ２π犫犳狓）

２π犳狓
＋

犪

４犫π
２
犳
２
狓

＋ｊ
犪
２π犳（ ）

狓

［１－ｅｘｐ（ｊ２π犫犳狓）］． （１５）

　　３）当犳狓＝０及犳狔＝０时，（４）、（５）式积分是三角形面积：

犜１（犳狓，犳狔）＝∫
犮

０

ｄ狓∫
犪－犪狓／犮

０

ｄ狔＝犪犮／２， （１６）

犜２（犳狓，犳狔）＝∫
０

－犫

ｄ狓∫
０

犪狓／犫＋犪

ｄ狔＝犪犫／２． （１７）

　　４）当犳狓 ≠０，犳狔 ≠０以及犮犳狓－犪犳狔 ＝０时，对（４）式求（犮犳狓－犪犳狔）→０的极限得

０２０９０３３
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犜１（犳狓，犳狔）＝－犮
ｅｘｐ（－ｊ２π犪犳狔）

２π犳狔
＋
ｅｘｐ［－ｊ２π犮犳狓］－１

４π
２
犳狔犳狓

． （１８）

　　５）当犳狓 ≠０，犳狔 ≠０以及犫犳狓＋犪犳狔 ＝０时对（５）式求（犫犳狓＋犪犳狔）→０的极限得

犜２（犳狓，犳狔）＝犫
ｅｘｐ（－ｊ２π犪犳狔）

－２π犳狔
＋
１－ｅｘｐ（ｊ２π犫犳狓）

４π
２
犳狔犳狓

． （１９）

　　为证明以上计算的可行性，令犪＝３ｍｍ，犫＝４ｍｍ，犮＝３ｍｍ，图２（ａ）给出三角形频谱的强度图像（为便

于显示强度分布形貌，中央区域周围的强度扩大了１０００倍）。图２（ｂ）是利用三角形频谱的计算值及快速傅

里叶逆变换获得的三角形面元图像。

基于图２的三角形参数，现考察文献［２３］提供的计算公式的可行性。根据文献［２３］的（１５）式，利用狊１＝

－４ｍｍ，狋１＝０；狊２＝０，狋２＝３ｍｍ；狊３＝３ｍｍ，狋３＝０三组数据建立方程组后，可以求出该文（１７）式所定义的雅

可比行列式的元素，从而利用该文的（１４）式及（１９）式求出三角形面元的频谱。按照与图２相似的同一显示

方式，图３给出对应的计算结果。可以看出，逆变换并未得到预先设计的三角形面元图像，该文提供的计算

公式存在问题。

图２ 三角形面元的（ａ）频谱及（ｂ）傅里叶逆变换

重建图像

Ｆｉｇ．２ （ａ）Ｓｐｅｃｔｒｕｍａｎｄ（ｂ）ｒｅｃｏｎｓｔｕｃｔｉｏｎｉｍａｇｅｏｆ

ｔｒｉａｎｇｕｌａｒａｒｅａｕｎｉｔ

图３ 利用文献［２３］公式的计算结果。（ａ）三角形面元

频谱；（ｂ）逆变换重建图像

Ｆｉｇ．３ ＣａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｗｉｔｈｔｈｅｆｏｒｍｕｌａｓｉｎＲｅｆ．

［２３］．（ａ）Ｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｔｒｉａｎｇｕｌａｒａｒｅａｕｎｉｔ；（ｂ）

　　ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｉｍａｇｅｂｙｉｎｖｅｒｓｅｔｒａｎｓｆｏｒｍ

图４ 空间三角形面光源的坐标定义

Ｆｉｇ．４ Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆｓｐａｃｅｔｒｉａｎｇｕｌａｒａｒｅａｕｎｉｔｓｏｕｒｃｅ

４　空间光滑曲面光源的衍射场计算

４．１　理论分析

令空间曲面光源由犖 个三角形面光源组成，图４给

出空间曲面上第犽个三角形面光源的坐标定义。图中（^狓，

狔^，^狕）为主坐标，观测平面为狕^＝犱的平面。仿照图１，在三

角形面光源上建立面光源坐标（狓犽，狔犽，狕犽），令面光源坐

标原点在主坐标中的位置为狅犽（狓０犽，狔０犽，狕０犽），让三角形

面元的最长边与狓犽 轴重合，狔犽 轴过该边所对的三角形

顶点。

设面光源坐标 （狓犽，狔犽，狕犽）和主坐标（^狓，^狔，^狕）间满足下述变换关系：

狓犽

狔犽

狕

熿

燀

燄

燅犽

＝

犪１犽 犪２犽 犪３犽

犪４犽 犪５犽 犪６犽

犪７犽 犪８犽 犪９

熿

燀

燄

燅犽

狓^－狓０犽

狔^－狔０犽

狕^－狕０

熿

燀

燄

燅犽

． （２０）

令λ为光波长，犉犽０（^犳狓，^犳狔）是狕^＝狕^０犽平面上三角形面元的频谱，到达观测平面狕^＝犱的光波场频谱可以根据

角谱衍射理论表示：

犉犽犱（^犳狓，^犳狔）＝犉犽０（^犳狓，^犳狔）ｅｘｐｊ
２π

λ
（犱－狕^０犽） １－（λ^犳狓）

２
－（λ^犳狔）槡［ ］２ ． （２１）

犉犽０（^犳狓，^犳狔）可以通过面光源在犗犽狓犽狔犽 平面的频谱犜Δ（犳狓犽，犳狔犽）在频率空间的坐标变换及傅里叶变换的相

０２０９０３４
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移定理求出：

犉犽０（^犳狓，^犳狔）＝犜Δ［α犽（^犳狓，^犳狔），β犽（^犳狓，^犳狔）］犑犽（^犳狓，^犳狔）ｅｘｐ［－ｊ２π（狓０犽^犳狓＋狔０犽^犳狔）］， （２２）

式中

α犽（^犳狓，^犳狔）＝犪１犽^犳狓＋犪２犽^犳狔＋犪３犽^犳狕

β犽（^犳狓，^犳狔）＝犪４犽^犳狓＋犪５犽^犳狔＋犪６犽^犳
｛

狕

　， （２３）

犑犽（^犳狓，^犳狔）＝ （犪２犽犪６犽－犪３犽犪５犽）
犳^狓

犳^狕
＋（犪３犽犪４犽－犪１犽犪６犽）

犳^狔
犳^狕
＋（犪１犽犪５犽－犪２犽犪４犽）， （２４）

犳^狕 ＝ １／λ
２
－犳^

２
狓－犳^

２
槡 狔． （２５）

　　按照以上诸式逐一计算到达观测平面狕^＝犱的每一面光源光波场频谱，则观测平面的光波场为

犝犱（^狓，^狔）＝犉
－１

∑
犖

犽＝１

犉犽犱（^犳狓，^犳狔｛ ｝）． （２６）

４．２　计算实例

利用（２６）式，可以实现三维物体的计算全息图的计算。设物体为半径犚＝３．３３ｍｍ的球体，图５给出一

研究实例。为考查不同数量的三角形面元表现球面时重建图像的质量区别，图５（ａ），（ｂ）给出沿狕^轴负向看

到的半球面的两种不同的三角形面元分解方式。此外，为让球体的重建像能充分展示三维形貌，在形成计算

全息图时，三角形面元振幅选择为１＋０．５犖犽·犖０ （犖犽，犖０ 分别是第犽个面元外法向单位矢量及重建球面

上最亮点的外法向单位矢量）。选择最亮点在第二象限重建球面中央，图５（ｃ），（ｄ）是利用计算全息图面的

衍射场及衍射的逆运算重建的球体像。可以看出，振幅的选择让重建球面右下方出现“反光”，较好地展现了

球体形貌。其余相关参数为：光波长５３２ｎｍ，重建平面通过球心，重建平面宽度１０ｍｍ，距离全息图

２００ｍｍ。不难看出，三角形面元尺寸越小，重建图像越逼真。

图５ 虚拟球体的计算全息模拟研究实例。（ａ）５５２三角形面元；（ｂ）１５８０面元；（ｃ）５５２三角形面元重建像；

（ｄ）１５８０三角形面元重建像

Ｆｉｇ．５ Ｅｘａｍｐｅｏｆｃｏｍｐｕｔｅｒｇｅｎｅｒａｔｅｄｈｏｌｏｇｒａｍｏｆｖｉｒｔｕａｌｓｐｈｅｒｅ．（ａ）５５２ｔｒｉａｎｇｌｅｓ；（ｂ）１５８０ｔｒｉａｎｇｌｅｓ；

（ｃ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｉｍａｇｅｏｆ５５２ｔｒｉａｎｇｌｅｓ；（ｄ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｉｍａｇｅｏｆ１５８０ｔｒｉａｎｇｌｅｓ

５　漫反射三维物体的计算全息图计算

理论研究指出［２２］，当发光物体表面为散射面时，可以利用计算机语言提供的随机函数，让微小面光源的

相位在０～２π中随机取值，将物体表面视为相位随机取值的微小面光源的组合。由于均匀三角形面元的频

谱具有解析解，将研究物体用尺寸足够小的三角形面元表示，只要面元尺寸甚大于光波长，满足使用标量衍

射理论的条件，并且三角形面元宽度小于或等于满足取样定理的间距，原则上便能利用（２６）式模拟或实际计

算受激光照射下的空间曲面物体的散射波的传播。

将球体表面视为相位随机取值的微小三角形面光源的组合，并让每一面光源发出的光波沿光轴方向传

播，图６（ａ），（ｂ）给出到达记录平面的衍射场强度图像及根据衍射逆运算重建的球体图像。相关计算参数

为：光波长λ＝５３２ｎｍ，球体半径３．３３ｍｍ，球心到全息图面距离犱＝２００ｍｍ，１５８０三角形面元表示半球面。

从图６（ａ）可以看出，到达观测屏的衍射场是散斑场，与散射光性质的理论预计吻合
［２３］。

０２０９０３５
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图６ 散射球面衍射场计算实例。（ａ）散射球体的

衍射场；（ｂ）衍射逆运算重建图像

Ｆｉｇ．６ Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｅｘａｍｐｌｅ ｏｆ ｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎ ｆｉｅｌｄ ｏｆ

ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｓｐｈｅｒｅ．（ａ）Ｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎｆｉｅｌｄ；（ｂ）

ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｉｍａｇｅ ｏｆ ｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎ ｉｎｖｅｒｓｅ

　　　　　　　　ｏｐｅｒａｔｉｏｎ

６　讨　　论

比较图５及图６的重建像可以看出，按照光滑表面

处理所得的图像不但显得明亮，而且灰度变化连续均匀，

而按照散射表面处理的物体重建像相对昏暗，相邻三角

形面元边界处还出现不连续的灰度变化。因此，三角形

面元相位的取值变化能直接影响重建物体材质的视觉感

受。利用任意彩色能分解为三基色的原理，让计算全息

图能显示出具有不同色彩及材质的物体，是值得继续探

索的课题。

应该指出，无论采用点源集合或面源集合的算法，提

高计算速度满足实时显示的需要始终是需要研究的工

作。应用研究表明，物体表面结构越复杂，需要使用的点

源或面元越多，计算时间越长。利用本文的面元集合计

算方法，在常用微机上用Ｄｅｌｐｈｉｅ７编程计算图６中１５８０

面元图形需要２０ｓ左右，计算速度与实时显示的要求还有很大距离。

从理论上看，表示连续分布物体的表面使用的三角形面元数量通常要比使用点源表示所用的数量小很

多，因此，若不采取特别措施，采用点源表示法的计算量更大。但是，由于点源表示法计算简单，人们进行过

提高计算速度的大量研究［３］。例如，可以将某一空间区域视为一三维离散点源的集合，预先计算出这些点源

在全息图平面的光波复振幅，计算结果形成数组存入计算机内存。在实际运算时，可以通过空间插值的方法

构成需要在该空间区域显示的物体表面。相对而言，由于面元组合的计算方法复杂，提高计算速度的研究还

鲜见报导。但是，与物体表面的实际结构相适应，用面元形象而逼真地表示物体表面是必须的。

７　结　　论

将三维物体表面视为形状及位置不同的三角形面元的组合，导出了任意形状三角形面元频谱的解析表

达式及计算方法。基于研究结果，形成一种便于计算的三维物体计算全息图算法。并且，基于采样定理，对

漫反射三维物体计算全息图的快速算法进行了探索研究，分别给出具有光滑表面及漫反射面的三维物体计

算全息实例。
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