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椭圆高斯波束中小粒子的一阶散射特性
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摘要　研究电磁波束的小粒子散射特性在环境监测等领域有着广泛的应用。将电磁波束做级数展开，给出了各项

对应电磁波的物理意义及粒子内电场的解析式。以椭圆高斯波束为例，对粒子内电场以及后项与前项电磁波束中

粒子内电场的大小的比值随照射距离、频率的变化做了仿真。研究了椭圆高斯波束中小粒子的散射特性，通过仿

真分析了波束腰宽和频率对散射特性的影响，验证了算法的有效性。研究表明，波束腰宽可以改善粒子的识别性

能，粒子对高阶项的散射场远小于对次阶项的散射场，瑞利粒子内场表达式中坐标的幂次与外场波束表达式中坐

标的幂次相同。所提方法简单，为研究电磁波束的粒子散射特性探索了新的途径。
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１　引　　言

自然界中许多粒子如气溶胶粒子、大气冰晶粒子、宇宙环境尘埃颗粒、生物医学细菌等粒子的尺寸都远

远小于波束的工作波长。由于这类小粒子的波束散射特性在粒度分析、环境监测及宇宙遥感等领域有着广

泛的应用，已成为国内外学者的关注热点。Ｍｉｅ理论给出了一个均匀球形粒子的平面电磁波散射特性
［１］，为

０１０１０２１
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一般粒子的平面波散射评价奠定了基础。许多学者开展了球形粒子的高斯波束及其他波束散射特性研究，

分析了束腰宽度等参数对粒子散射特性的影响［２～４］。Ｂａｒｔｏｎ
［５］利用球面波函数展开得到了高阶高斯波束照

射下均匀球的内场和近场表达式。赵继芝等［６］根据广义 Ｍｉｅ理论研究了球形粒子在聚焦拉盖尔 高斯光束

中的散射特性，推导出了散射系数的解析表达式。将入射波束用球矢量波函数展开并进行坐标统一研究双

球粒子的波束散射特性［７］是一种行之有效的研究方法。近年来，将广义 Ｍｉｅ理论用于研究靶纳米粒子二聚

体的散射［８］及其表面增强拉曼散射效应，研究了电磁相互作用的影响，表明广义 Ｍｉｅ理论在纳米量级上仍

然十分有效。从研究方法上讲，研究球形粒子的散射特性可分为平面波散射，即 Ｍｉｅ理论和用球矢量波函

数展开的波束散射，数值方法用来研究球形粒子的散射是不经济的；这些研究方法虽然有效，但计算较为繁

杂，用解析方法一般无法获得入射场的展开系数，需要数值积分来完成，其计算精度和程序的合理性有关，受

波束形状的限制。小粒子的尺度一般小于电磁波的波长而且满足瑞利散射条件，可以认为粒子处于静电场

中。本文在现有研究的基础上，利用泰勒级数展开法研究小粒子的场分布其散射特性：首先将任意波束的空

间传播因子ｅ－ｊ犽狓去除后，其余部分做级数展开，得到球形粒子的各阶内外场的解析式。以椭圆高斯波束为

例研究小球的散射特性并做相应的仿真计算。该方法相对简单，具有通用性，不受波束形状的限制，文中所

用时谐因子为ｅｊω狋。

２　波束照射下小球内电场的表达式

设小球的半径为犪，相对介电常数为εｒ，位于自由空间，文献［１］详细地研究了瑞利散射的误差与粒子半

径、波长的关系，发现球形粒子半径的上限一般取作犪＝０．０５λ，在这些半径上，计算所得的归一化散射截面

的误差一般小于４％，与入射波的形状无关。设波束的形式为

犈狕 ＝狕^犳（狓，狔，狕）ｅｘｐ（－ｊ犽狓）． （１）

入射波束沿狕方向极化、沿狓方向传播。将（１）式中的波束形状因子在点（０，０，０）做级数展开保留到一次项

可得

犳（狓，狔，狕）ｅｘｐ（－ｊ犽狓）＝ 犳（０，０，０）＋
１

１！
狓


狓
＋狔



狔
＋狕



（ ）狕 狓＝０，狔＝０，狕＝０
犳（０，０，０）＋［ ］… ｅｘｐ（－ｊ犽狓）．

（２）

（２）式中右边的第一项对应于狕方向的均匀平面电磁波，第二项、第三项等分别为振幅随坐标增加的非均匀

平面电磁波。为简化分析，本文仅研究犽犪１时瑞利粒子的散射。与第一项对应的小球内电场为
［１］匀强电

场，即

犈０ ＝
３犳（０，０，０）

２＋εｒ
狕^． （３）

第二项可以写为

狓
犳（０，０，０）

狓
＝狓犳′狓０．

第二项狓犳′狓０为狕方向极化的电场。由于研究的问题绕狕轴不具有对称性，可设球内的电势为

φ１ ＝∑
狀犿

犪狀犿犚
狀
＋
犫狀犿
犚狀＋（ ）１ 犘犿狀（ｃｏｓθ）ｃｏｓ犿＋∑

狀犿

犮狀犿犚
狀
＋
犱狀犿
犚狀＋（ ）１ 犘犿狀（ｃｏｓθ）ｓｉｎ犿．

球外的电势为

φ２ ＝－犽１狓犚
２ｓｉｎθｃｏｓθｃｏｓ＋∑

狀犿

犃狀犿犚
狀
＋
犅狀犿
犚狀＋（ ）１ 犘犿狀（ｃｏｓθ）ｃｏｓ犿＋∑

狀犿

犆狀犿犚
狀
＋
犇狀犿
犚狀＋（ ）１ 犘犿狀（ｃｏｓθ）ｓｉｎ犿．

考虑到犚→ ∞，φ２ →－犽１狓犚
２ｓｉｎθｃｏｓθｃｏｓ，所以

犆狀犿 ＝犇狀犿 ＝０，　犃狀犿 ＝０，　犅狀犿 ＝０，　犿≠１，

即

φ２ ＝－犳′狓０犚
２ｓｉｎθｃｏｓθｃｏｓ＋∑

狀

犅狀１
犚狀＋１

犘１狀（ｃｏｓθ）ｃｏｓ．

考虑到犚→０，φ１ 应为有限值，即

０１０１０２２
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φ１ ＝∑
狀犿

犪狀犿犚
狀犘犿

狀（ｃｏｓθ）ｃｏｓ犿＋∑
狀犿

犮狀犿犚
狀犘犿

狀（ｃｏｓθ）ｓｉｎ犿．

利用函数犘犿狀（狓）的性质及边界条件

φ１ ＝φ２，　ε
φ１

犚
犚＝犪＝ε０

φ２

犚
犚＝犪，

容易得到球内外电势为

φ２ ＝－犳′狓０犚
２ｓｉｎθｃｏｓθｃｏｓ＋

３犅２１
犚３
ｓｉｎθｃｏｓθｃｏｓ，　φ１ ＝３犪２１犚

２ｓｉｎθｃｏｓθｃｏｓ＝３犪２１狕狓，

其中

犪２１ ＝－
５ε０犳′狓０

３（２ε＋３ε０）
，　犅２１ ＝

２犳′狓０犪
５（ε－ε０）

３（２ε＋３ε０）
．

内部的电场为

犈１ ＝－６犪２１犚ｓｉｎθｃｏｓθｃｏｓ^狉－３犪２１犚ｃｏｓ２θｃｏｓ^θ＋３犪２１犚ｃｏｓθｓｉｎ^．

直角坐标系的电场表达式为

犈１ ＝
５ε０犳′狓０（狕^狓＋狓^狕）

２ε＋３ε０
． （４）

由于电磁波沿狕轴方向极化，对于球形粒子来讲，狓轴方向与狔轴方向具有完全的对称地位，故（２）式的第三

项对应的目标内场为

犈２ ＝
５ε０犳′狔０（狕^狔＋狔^狕）

２ε＋３ε０
， （５）

当（２）式的第四项照射到目标上，用同样的方法可得球形粒子的内部电场为

犈３ ＝－
５ε０犳′狕０犚

９ε０＋６ε
， （６）

式中犚＝狓^狓＋狔^狔＋狕^狕为粒子坐标系中的位置矢量。（３）～（６）式之和为任意波束照射下粒子内部的电场

强度。从求解过程可以看出，以上结果是在以粒子中心为坐标原点的坐标系中得出的。

以上结果表明：对于均匀介质球而言，如果入射场为均匀电场，那么球内的电场也是匀强电场，如（３）式

那样恰好满足边界条件；如果入射场为坐标的线性函数，那么球内的电场也是坐标狓，狔，狕的线性函数，如

（４）～（６）式那样以满足边界条件的需要。不难推测，如果入射场为坐标的２次方，那么球内的电场也是坐标

的２次方，即狓２，狔
２，狕２，狓狔，狔狕，狓狕线性组合；如果入射场为坐标的３次方，那么球内的电场也是坐标的３次

方，即狓３，狔
３，狕３，狓２狔，狔

２狕，狓狕２，狓狔狕线性组合，依此类推，不再赘述。值得注意的是迪卡儿坐标系中的单位矢

图１ 椭球高斯波束照射粒子

Ｆｉｇ．１ ＰａｒｔｉｃｌｅｉｎｅｌｌｉｐｔｉｃａｌＧａｕｓｓｉａｎｂｅａｍ

量狓^，^狔，^狕如何与坐标的线性组合进行配置是一个复杂的问题，需要准确地求解来加以确定。

３　椭球高斯波束照射下小球的瑞利散射特性

３．１　椭球高斯波束照射下小球的场分布

椭球高斯波束的电场在狕方向极化、沿狓方向传播，表达式为

犈狕′ ＝犈０ －犙狕′犙狔槡 ′ｅｘｐ －ｊ
犙狕狕′

２

犠２
０狕′

＋
犙狔狔′

２

犠２
０狔

（ ）［ ］
′

×

ｅｘｐ（－ｊ犽狓′）， （７）

式中犙狔′ ＝ ｊ＋
２狓′

犽犠２
０狔

（ ）
′

－１

，犙狕′ ＝ ｊ＋
２狓′

犽犠２
０

（ ）
狕′

－１

，犠２
０狔′犠

２
０狕′

分别为波束在横向上的束腰半径。（７）式是在辐射源如

激光器坐标系中的表达式，当研究粒子对其的散射特性

时，要凭借有关的数学公式，所有的数学公式只有在同一

坐标系中才有效，所以首先要进行坐标的统一。如图１所

示，由于粒子位于椭球高斯波束坐标系的狓′轴上，距离

椭球高斯波束坐标系的原点为犱，由此可得两坐标系的
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坐标关系为

狓′＝狓＋犱

狔′＝狔

狕′＝

烅

烄

烆 狕

　． （８）

将（８）式代入（７）式可得粒子坐标系中的椭球高斯波束为

犈狕 ＝犈０ －犙狕犙槡 狔ｅｘｐ －ｊ
犙狕狕

２

犠２
０狕

＋
犙狔狔

２

犠２
０狔

＋（ ）［ ］犽犱 ｅｘｐ（－ｊ犽狓）， （９）

式中犙狔 ＝ ｊ＋
２（狓＋犱）

犽犠２
０

［ ］
狔

－１

，犙狕 ＝ ｊ＋
２（狓＋犱）

犽犠２
０

［ ］
狕

－１

。

将（９）式在坐标系的原点展开可得

犳（０，０，０）＝犈０ －犙狕０犙狔槡 ０ｅｘｐ（－ｉ犽犱）， （１０）

式中犙狔０ ＝ ｊ＋
２犱

犽犠２
０

（ ）
狔

－１

，犙狕０ ＝ ｊ＋
２犱

犽犠２
０

（ ）
狕

－１

。

相应的一阶偏导数为

犳′狓０＝犈０

１

犽犠２
０狔

＋
１

犽犠２
０狕

－ｊ
４犱

犽２犠２
０狔犠

２
０狕

ｊ
２犱

犽犠２
０狔

＋
２犱

犽犠２
０

（ ）
狕
＋

４犱２

犽２犠２
０狔犠

２
０狕

－［ ］１
３／２ｅｘｐ（－ｊ犽犱），　犳′狕０＝０，　犳′狔０＝０． （１１）

　　将（１０）、（１１）式代入（３）～（６）式可得椭球高斯波束照射下粒子的内场。

为了确保椭球高斯波束具有良好的方向性，在图２的仿真中，狕方向与狔方向的束腰宽度分别为１０００λ

和９００λ，相对介电常数为２。可以看出，一阶电场与零阶电场相比，衰减在１６０ｄＢ以上，随照射距离的增大

而略有减小。在工程计算及实际应用中，一阶电场的影响可以忽略不计。为了清楚地展示一阶电场及对应

电势的分布，取粒子分布范围的半径为０．８ｍ，结果如图３所示，其中带有箭头的线段表示电力线，实线表示

等势线，大小在１０－１５Ｖ的量级上，波束腰宽对一阶内电场的影响不大。

图２ 电场比率随照射距离变化

Ｆｉｇ．２ Ｒａｔｉｏｏｆｅｌｅｃｔｒｉｃｆｉｅｌｄｔｏｔｈｅｅｘｐｏｓｕｒｅｄｉｓｔａｎｃｅ

图３ 一阶电场的分布

Ｆｉｇ．３ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｅｌｅｃｔｒｉｃｆｉｅｌｄ

３．２　粒子椭球高斯波束的瑞利散射特性

粒子的瑞利散射特性主要由粒子的大小、入射波束的极化和观测方位决定，由于入射波束在狕方向极

化，研究的对象为球形小粒子的散射，关于狕轴具有一定的对称性，散射场应与观测方位角φ无关，仅是方位

角θ等因素的函数。

由（３）、（４）、（１０）、（１１）式可得迪卡儿坐标系中粒子内部的总电场为

犈＝
３犳（０，０，０）

２＋εｒ
狕^＋
５犳′狓０（狕^狓＋狓^狕）

２εｒ＋３
． （１２）

散射振幅的计算公式为［１］

犳犿（^犻，^狅）＝
犽２

４π∫狏′｛－狅^× ［^狅×犈（狉′）］｝［εｒ（狉′）－１］ｅｘｐ（ｊ犽狉′·^狅）ｄ狏′， （１３）

式中狅^＝ｓｉｎθｃｏｓφ^狓＋ｓｉｎθｓｉｎφ^狔＋ｃｏｓθ^狕为散射方向的单位矢量，^犻为入射波方向的单位矢量，犽为自由空
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间的波数。将（１２）式代入（１３）式，利用笛卡儿坐标与球坐标的关系可得散射振幅为

犳（^狅，^犻）＝－
犽２犪３犳（０）（εｒ－１）

２＋εｒ

ｓｉｎ２θ
２
ｃｏｓφ^狓＋

ｓｉｎ２θ
２
ｓｉｎφ^狔－ｓｉｎ

２
θ（ ）狕^ ， （１４）

式中（θ，φ）为观测方位。微分散射截面为

σｄ＝ 犳（^狅，^犻）
２
＝
犽４犪６犳（０）犳（０）（εｒ－１）

２

（２＋εｒ）
２ ｓｉｎ２θ． （１５）

　　（１５）式表明：散射振幅的大小仅是方位角θ的函数，是由电磁波束的极化及粒子的对称性决定的。归一

化散射截面为

σ＝
１

π犪
２∫σｄｄΩ＝

８犽４犪４犳（０）犳（０）（εｒ－１）
２

３（２＋εｒ）
２ ． （１６）

　　（１６）式表明：粒子的散射振幅主要由粒子的内电场确定；当电磁束照射到瑞利粒子上，总可以将该电磁

束在粒子坐标系中做泰勒级数展开，分别对应坐标的０次项、１次项、２次项等。在用（１６）式对粒子进行体积

分时，坐标的奇次项即１次项场、３次项场及５次项场的积分为０，这是由方位角三角函数的正交性决定的，

也就是说，只有坐标的偶次项场的积分不为，即坐标
狓犿狔

狀，　狕
犿
狔
狀，　狓

犿狕狀， 犿＋狀（ｂｅｉｎｇｅｖｅｎ）

狓犾狔
犿狕狀， 犿＋狀＋犾（ｂｅｉｎｇｅｖｅｎ

烅
烄

烆 ）
对积

分有贡献，而且高次项总是小于低次项，为进一步地研究电磁波束瑞利散射特性提供了方便和理论依据。

由图４可以看出：随着波束腰宽的增加，散射截面迅速增加，继续增大波束腰宽时，散射截面趋于稳定；

当波束腰宽约为电磁波束波长的２５倍时，散射截面达到稳定状态。也就是说，要提高电磁波束的目标检测、

识别性能，除了目标本身的形状等因素外，还可采用增大电磁波束的腰宽、减小波束的发散性、增强目标单位

体积上的诱导电流的方法，提高雷达波束的目标检测性能。图５表明：当粒子的介电常数增加时，散射截面

也增加；由于粒子的散射截面本质上反映了电磁波束照射下目标上诱导电磁源的辐射能力，同时天线的辐射

功率与频率的平方、辐射电流的平方成正比，所以当介电常数增加时，诱导电流增强，从而导致散射截面的

增加。

图４ 归一化散射截面与波束腰宽的关系

Ｆｉｇ．４ Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ

ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎａｎｄｂｅａｍｗａｉｓｔ

图５ 归一化散射截面与频率的关系

Ｆｉｇ．５ Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ

ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

当单位平面电磁波照射时，文献［１］给出了介电常数为εｒ，半径为犪的均匀介质球的微分散射截面与散

射截面，具体表达式为

σｄ＝
犽４

（４π）
２

３（εｒ－１）

２＋εｒ

２

犞２ｓｉｎ２χ，　σ＝
８（犽犪）４

３

εｒ－１

２＋εｒ

２

，

式中χ为极化方向与观测方向之间的夹角，犞 为小球的体积。显然当展开项犳（０）＝１时，（１５）、（１６）式与文

献中的公式完全一致，这种理论的一致性表明了本文算法的有效性。

４　结　　论

本文基于电磁波束的泰勒级数展开研究了椭圆高斯波束的小粒子瑞利散射特性；给出了与一般电磁波

束级数展开式各项对应的电磁波的物理意义，得到了各一阶项波束照射瑞利粒子时粒子内电场的解析式及
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其坐标的幂次规律。以椭圆高斯波束为例，对粒子内场及电势的分布，后项与前项电磁波束中粒子内电场的

大小之比随照射距离和频率的变化做了仿真。得到了椭圆高斯波束中小粒子的散射振幅、微分散射截面等，

通过仿真分析了波束腰宽、频率对散射特性的影响，提出了利用波束腰宽提高目标识别能力的方法，验证了

本文算法的有效性。为研究电磁波束的粒子散射特性探索了新的途径，为利用椭圆高斯波束进行粒子探测、

环境监测等提供了新方法。研究基于级数展开的多层球散射特性以及更高阶项的目标散射特性具有创新性

和挑战性，是下一步将要开展的研究工作。
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