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犆犜扇形束滤波反投影图像重建算法优化
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摘要　基于等距扇形束滤波反投影（ＦＢＰ）算法推导了一种新的算法 求导 希尔伯特反投影（ＤＨＢ）算法，研究

了ＤＨＢ算法在频域对投影的滤波特性。通过理论分析和实验验证，指出由于ＤＨＢ滤波函数在高频段对于锐截止

特性的改善，很大程度上消除了重建图像的抖动现象。并且算法中去掉了反投影算子中的距离加权运算，使计算

速度进一步提高。
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１　引　　言

ＣＴ图像重建是图像处理中一个重要研究分支，其意义在于获取被检测物体内部结构的图像而不对物

体造成任何物理上的损伤。重建算法的好坏直接关系到重建图像的好坏、重建速度以及抗干扰能力，是整个

ＣＴ处理过程中的重点和难点
［１］。重建算法根据图像求解的不同出发点分为解析类［２］和代数类［３］。代数类

算法由于运算时间长与存储资源占用严重而影响了它在现实中的应用。解析类的基本思想是将扫描系统中

的光源、探测器及被测物体放在一个几何空间当中进行建模，以傅里叶中心切片定理为理论依据［４］，将探测

器线阵或面阵上经过行滤波的投影反投影到点源的空间位置上去，该类算法由于其极具理论性而被广泛应

用。目前，无论在医用还是工业用ＣＴ中所采用的重建算法绝大多数属于解析类中的滤波反投影（ＦＢＰ）算

法，它的基本步骤是滤波加反投影。将平行束重建算法中的滤波函数进行分解变换，就出现了一种新的算

法：求导 希尔伯特反投影（ＤＨＢ）算法
［５］。由于希尔伯特变换和反投影都是局部算法，在处理截断的投影数

据时有着重要的应用［６］。而扇形束ＦＢＰ重建算法却不能直接写出求导、希尔伯特变换的形式。文献［６，７］

中都给出了等角扇束中利用求导和希尔伯特变换来重建图像的算法。本文在Ｒａｄｏｎ反演公式和文献［１］的

基础上，通过平行光束到等距扇束的变量替换推导出了等距扇束ＤＨＢ算法，并在计算机上进行算法实现，

通过和ＦＢＰ算法的对比研究后发现，ＤＨＢ算法由于在滤波函数方面的改进，以及去掉了反投影算子中的距

离加权，具有更好的重建效果和更少的重建时间。
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２　等距扇形束ＤＨＢ算法推导

２．１　犚犪犱狅狀反变换

将斜坡滤波函数｜ω｜作分解：

狘ω狘＝ｊ２πω
１

２π
（－ｊｓｇｎω［ ］）． （１）

已知，

犉－１［ｊ２πω犛θ（ω）］＝
犘θ（狋）

狋
，　犉－

１ －ｊ
２π
ｓｇｎ（ ）ω ＝

１

２π
２狋
， （２）

那么滤波后的投影可以重写为

狇θ（狋）＝
１

２π

１

π狋
·犘θ

（狋）

［ ］狋
＝
１

２π
犎
犘θ（狋）

［ ］狋
， （３）

式中犎 为希尔伯特变换，则可获得极坐标平面上的平行束重建公式：

犳（狉，φ）＝
１

２∫
π

０
∫
∞

－∞

犘θ（狋）

狋
１

２π
２［狉ｃｏｓ（θ－φ）－狋］

ｄ狋ｄθ． （４）

　　（４）式即为Ｒａｄｏｎ反变换
［８］，因其运算顺序为求导、希尔伯特变换和反投影，又被称为ＤＨＢ算法。对投

影求导是获取信号的变换信息，而希尔伯特变换相当于一种特殊的滤波［９］，滤波后频谱幅度保持不变，实部、

虚部互换，相位根据频率符号改变正或负的π／２。

图１ 等距扇束扫描几何结构图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃａｎｎｉｎｇｇｅｏｍｅｔｒｙｏｆｅｑｕｉｓｐａｃｅｄｆａｎｂｅａｍ

２．２　等距扇形束犇犎犅算法公式推导

图１为等矩扇束扫描几何结构图。扇形束内过点

犳（狉，φ）的射线犛犃 可以由（β，狊）唯一确定，β是扇束中轴

线与狔轴的夹角，狊是射线犛犃 在虚拟探测器上的投影位

置。已知等距扇束重建公式为

犳（狉，φ）＝
１

２∫
２π

０

犇
犇＋狉ｓｉｎ（β－φ
［ ］）

２

∫

狊犿

－狊犿

犚β（狊）犺（狊′－狊）×

犇

犇２
＋狊槡

２
ｄ狊ｄβ． （５）

该ＦＢＰ算式的运算步骤为：投影加权、斜坡滤波、距离加

权和反投影。因为点源的反投影算子中包含一个距离加

权函数，不具备平行束反投影时的移不变特性，且运算复杂度有所增加，对重建速度势必造成影响。本文在

扇束ＦＢＰ算式基础上按照平行ＤＨＢ算法在频域内拆分滤波函数的思路，并将所有扇形束中射线进行分组，

使每一条射线都分属于某一个平行束，然后采用变量替代和算式变换，去掉依赖距离的权函数从而推导出扇

束投影的ＤＨＢ算式。

当将一条射线看做位于一个平行束内时，它的位置参数为（θ，狋），θ是犛犃法线与狓轴的夹角，也是该平行

束的旋转角，狋是犛犃 到旋转中心的距离。两组参数有如下关系：

θ＝β＋ａｒｃｔａｎ
狊
犇
，　狋＝

狊犇

犇２
＋狊槡

２
， （６）

那么每个角度下投影对探测器位置求偏导为

狆（θ，狋）

狋
＝
犵（β，狊）

狊

（犇２＋狊
２）３／２

犇３
． （７）

根据雅可比行列式求出

ｄ狋ｄθ＝
犇３

（犇２＋狊
２）３／２
ｄ狊ｄβ． （８）

　　为了便于表达，简化算式，引入两个新的变量：
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犝（狉，φ，β）＝
犛犗＋犗犘
犇

＝
犇＋狉ｓｉｎ（β－φ）

犇
，

狊′

犛犗
＝
犈犘

犛犘
，　狊′＝犇

狉ｃｏｓ（β－φ）

犇＋狉ｓｉｎ（β－φ

烅

烄

烆 ）

　． （９）

　　现在对希尔伯特变换部分做变量替换：

１

狉ｃｏｓ（θ－φ）－狋
＝

１

狉ｃｏｓβ＋ａｒｃｔａｎ
狊
犇
－（ ）φ － 犇狊

犇２
＋狊槡

２

＝
犇２＋狊槡

２

犝犇
１

（狊′－狊）
． （１０）

　　若设一个新的参数犔为光源焦点到重建点的距离，且有比例关系

犝 ＝
犔

犇２
＋狊槡

２
， （１１）

将其代入平行束ＤＨＢ公式

犳（狉，φ）＝
１

２π∫
２π

０
∫

狊犿

－狊犿

犇２
＋狊

２

犇犔
犵（β，狊）

狊
１

２π（狊′－狊）
ｄ狊ｄβ． （１２）

图２ 光源位于两个不同位置时的两条重合射线

Ｆｉｇ．２ ＴｗｏｏｖｅｒｌａｐｐｅｄＸｒａｙｓｗｈｅｎｓｏｕｒｃｅｉｓ

ｌｏｃａｔｅｄｉｎｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｌａｃｅｓ

　　此时犔是一个关于（狉，φ，β）的变量，求解犔势必要增

加计算开销，且当犔较小时，使算法变得很不稳定，应该

设法将其去掉。

如图２所示，弦犛１犛２是光源焦点在犛１处通过重建点

的射线，而弦犛２犛１ 是光源焦点在犛２ 处通过重建点的射

线，两条射线的位置具有关系：

γ２ ＝－γ１，　β２ ＝β１＋２γ１＋π， （１３）

它们所产生的投影互为冗余。重建点犳（狉，φ）对于两条

射线的投影值所做的贡献与它距离光源焦点的长度有

关，在此引入比例因子

狑（γ，β，狉，φ）＝
犔

２犇ｃｏｓγ
，　ｃｏｓγ＝

犇

犇２
＋狊槡

２
．（１４）

显然，

狑１（γ１，β１，狉，φ）＋狑２（γ２，β２，狉，φ）＝１ （１５）

将比例因子代入，得到扇形束的ＤＨＢ重建算式

犳（γ，φ）＝
１

２π∫
２π

０
∫

狊犿

－狊犿

狑１（γ１，β１，狉，φ）

犔１
＋
狑２（γ２，β２，狉，φ）

犔［ ］
２

犇２＋狊
２

犇
犵（β，狊）

狊
１

２π（狊′－狊）
ｄ狊ｄβ＝

１

２π∫
２π

０
∫

狊犿

－狊犿

１

２犇ｃｏｓγ１
＋

１

２犇ｃｏｓγ（ ）
２

犇２＋狊
２

犇
犵（β，狊）

狊
１

２π（狊′－狊）
ｄ狊ｄβ＝

１

２π∫
２π

０
∫

狊犿

－狊犿

犇２＋狊槡
２

（ ）犇

３

犵（β，狊）

狊
１

２π（狊′－狊）
ｄ狊ｄβ． （１６）

３　ＤＨＢ算法中的滤波

由单位间隔排列的探测器单元接收的投影是一个离散序列，算法中对连续投影的求导在实际实现时转

换为有限差分运算，如果令后向差分犌（犽）＝犘（犽）－犘（犽－１），犽＝１，…，犕，则投影经过差分运算的信号频

谱变为

珟犛ｂａｃｋｄｉｆｆ（犿）＝∑
犕

犽＝１

［犘（犽）－犘（犽－１）］ｅｘｐ［－ｊ２π犽（犿／犕）］＝∑
犕

犽＝１

犘（犽）ｅｘｐ［－ｊ２π犽（犿／犕）］－
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∑
犕

犽＝１

犘（犽－１）ｅｘｐ［－ｊ２π犽（犿／犕）］＝犛（犿）－犛（犿）ｅｘｐ（－ｊ２π犿／犕）＝

犛（犿）［１－ｅｘｐ（－ｊ２π犿／犕）］＝犛（犿）犎ｂａｃｋｄｉｆｆ（犿）． （１７）

　　可知经过后向有限差分后，初始投影在变换域被乘上一个犎ｂａｃｋ＿ｄｉｆｆ＝１－ｅｘｐ（－ｊ２π犿／犕）的函数。

有限差分运算在变换域使幅值放大２ｓｉｎπ｜ω｜倍，具有抑制直流、衰减低频、放大高频的作用，在这里将

该操作称为差分滤波。滤波后的信号实部和虚部分别是：

Ｒｅ珟犛（ω）＝Ｒｅ犛（ω）（１－ｃｏｓ２πω）－Ｉｍ犛（ω）ｓｉｎ２πω

Ｉｍ珟犛（ω）＝Ｉｍ犛（ω）（１－ｃｏｓ２πω）＋Ｒｅ犛（ω）ｓｉｎ２π｛ ω
， （１８）

其中ω＝犿／犕。由于犘（犽）是实信号，则它的频域信号具有 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ性质
［１０］，由三角函数的奇偶对称性可

知差分信号仍然具有 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ性质。有限差分的传递函数如图３所示。

图３ 有限差分的传递函数。（ａ）实部；（ｂ）虚部；（ｃ）模；（ｄ）相位

Ｆｉｇ．３ Ｔｒａｎｓｆｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ．（ａ）Ｒｅａｌｐａｒｔ；（ｂ）ｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔ；（ｃ）ａｍｐｌｉｔｕｄｅ；（ｄ）ｐｈａｓｅａｎｇｌｅ

将差分信号做希尔伯特变换：

珟犛（犿）＝犛（犿）犎ｂａｃｋｄｉｆｆ（犿）犎Ｈｉｌｂｅｒｔ（犿）＝犛（犿）［１－ｅｘｐ（－ｊ２π犿／犕）］（－ｊｓｇｎ犿）． （１９）

　　希尔伯特变换对于信号的放大没有改变，仅使在差分运算时发生了倒相的负频率再一次倒相，保证最终

滤波信号与原始投影信号相位一致，同时使奇对称的虚部变换成偶对称的实部，偶对称的实部变换成奇对称

的虚部，将差分运算中互换的虚实部交换过来，变换后仍然保留 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ性，保证了反变换后的信号是实

的差分 希尔伯特变换的传递函数如图４所示。但是ＤＨＢ滤波中的有限差分运算使滤波函数呈现低频段

近似线性放大、高频段相对压低特性，从而区别于ＦＢＰ中斜坡滤波的线性放大。

图４ 差分＋希尔伯特变换的传递函数。（ａ）实部；（ｂ）虚部；（ｃ）模；（ｄ）相位

Ｆｉｇ．４ ＴｒａｎｓｆｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｃｏｍｂｉｎｅｄｗｉｔｈＨｉｌｂｅｒｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ．（ａ）Ｒｅａｌｐａｒｔ；

（ｂ）ｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔ；（ｃ）ａｍｐｌｉｔｕｄｅ；（ｄ）ｐｈａｓｅａｎｇｌｅ

４　实验结果

首先在计算机上利用 Ｍａｔｌａｂ软件的Ｆａｎｂｅａｍ模拟扇束投影函数对像素点为２００×２００（犖＝２００）的

ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎ头模产生２８７×３６０个等距扇形束投影，然后分别采用扇束的ＦＢＰ算法和ＤＨＢ算法来重建头

模图像。需要注意的是，在做完差分后，投影矩阵会减少一行，因此在希尔伯特变换之前需要做补０处理，若

后向差分犌（犽）＝犘（犽）－犘（犽－１），需在第一行补０，若作前向差分犌（犽）＝犘（犽＋１）－犘（犽），需在最末一行补

０，那么会得到反向的有限差分传递函数，此时需要注意对结果取反。

重建结果如图５所示，从直观上来看ＤＨＢ重建结果更接近原图。为了更清晰地看清结果之间的区别，

取白色矩形框部分进行放大，因为准确地重建这一部分无论对算法的空间分辨率还是对密度分辨率的要求

都非常高。结果如图６所示，可以看出ＤＨＢ算法重建的结果较ＦＢＰ的重建结果更加清晰。
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图５ 重建结果对比图。（ａ）原图；（ｂ）扇束ＦＢＰ重建结果；（ｃ）扇束ＤＨＢ重建对比

Ｆｉｇ．５ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ．（ａ）Ｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅ；（ｂ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂｙｆａｎｂｅａｍＦＢＰ；

（ｃ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂｙｆａｎｂｅａｍＤＨＢ

图６ 局部重建结果对比图。（ａ）扇束ＦＢＰ局部重建结果；（ｂ）扇束ＤＨＢ局部重建结果

Ｆｉｇ．６ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｉｎｐａｒｔ．（ａ）ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂｙｆａｎｂｅａｍＦＢＰ；

（ｂ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂｙｆａｎｂｅａｍＤＨＢ

当犖 取不同值时，分别计算两种算法的归一化均方误差犱和归一化绝对误差狉：

犱＝ ∑
犖

犻＝１
∑
犖

犼＝１

（犳
ｒｅｃ
犻犼 －犳犻犼）［ ］２ ∑

犖

犻＝１
∑
犖

犼＝１

犳
ｒｅｃ
犻犼 －珚（ ）犳［ ］２

１／

｝｛
２
， （２０）

狉＝ ∑
犖

犻＝１
∑
犖

犼＝１

狘犳
ｒｅｃ
犻犼 －犳犻犼（ ）狘 ∑

犖

犻＝１
∑
犖

犼＝１

犳犻 ］［ 犼 ， （２１）

式中犳犻犼 是参考图像像素值，犳
ｒｅｃ
犻犼 是重建图像像素值，珚犳是参考图像像素平均值。结果如图７和表１所示。此

外，表１还给出了两种算法的重建时间对比。

图７ 结果误差对比曲线。（ａ）归一化均方误差；（ｂ）归一化平均绝对误差

Ｆｉｇ．７ Ｃｕｒｖｅｏｆｅｒｒｏｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ．（ａ）Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒ；（ｂ）ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄａｂｓｏｌｕｔｅａｖｅｒａｇｅｅｒｒｏｒ

表１ ＦＢＰ算法与ＤＨＢ算法性能对比

Ｔａｂｌｅ１ ＰｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＦＢＰａｎｄＤＨＢ

Ｎｕｍｂｅｒｏｆｐｉｘｅｌｓ
（犖×犖）

１００×１００ ２００×２００ ３００×３００ ４００×４００ ５００×５００ ６００×６００

犱

狉

Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

ｔｉｍｅ／ｓ

ＦＢＰ ０．５７ ０．５２ ０．５７ ０．５２ ０．５４ ０．５７

ＤＨＢ ０．５１ ０．４７ ０．５ ０．４１ ０．４８ ０．４９

ＦＢＰ ０．８３ ０．７６ ０．８９ ０．７９ ０．８３ ０．８８

ＤＨＢ ０．６２ ０．６８ ０．７６ ０．６７ ０．７ ０．７３

ＦＢＰ ４．１３ １４．５８ ３０．８９ ５３．１６ ８２．５７ １１４．８

ＤＨＰ ３．３１ １２．５ ２７．６７ ４８．１ ７５．１２ １０７．５
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　　通过实验结果分析发现，在重建不同规模的犖×犖（犖＝２５～７００）图像矩阵时，ＤＨＢ算法比ＦＢＰ算法的

均方误差平均降低０．０６，绝对误差平均降低０．１５，且误差与重建规模没有必然的关系。ＤＨＢ算法的重建速

度与ＦＢＰ算法的速度提高与重建规模的大小有关，速度差犜ＦＢＰ－犜ＤＨＢ≈犖／１００ｓ。

５　结　　论

在平行束ＤＨＢ算法的基础上利用３６０°扇束扫描存在的冗余投影的特性构建权因子，去掉了反投影算

子中的距离加权函数，推导出了等距扇束ＤＨＢ算法。通过误差分析可以看出等距扇束ＤＨＢ算法的总体重

建质量要好于ＦＢＰ算法，由于算法中拆解了ＦＢＰ中的｜ω｜函数，使滤波分解为差分和希尔伯特变换两部分，

使系统传递函数对投影频谱的放大不再保持线性关系，而是着重于中低频率的放大，在高频处适当压低，使

图像分辨率更趋均匀，并且去掉了距离加权的运算缩短了整体重建时间。
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