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非局域椭圆厄米 高斯空间光孤子与相移

王　清　王形华　谢应茂　罗兴垅　黎东波
（赣南师范学院物理与电子信息学院，江西 赣州３４１０００）

摘要　研究了椭圆厄米 高斯光束在强非局域非线性介质中的传输特性。依据强非局域介质响应函数特征宽度远

大于光束束宽的原理，对介质响应函数做两次泰勒级数展开，都近似取到二阶，得到了非局域非线性薛定谔方程对

应的近似的拉格朗日密度函数。在此基础上，运用变分法得到了椭圆厄米 高斯光束各参量的演化方程、演化规律

和两个临界功率。当光束、响应函数的椭圆率满足一定条件时，两个临界功率可以相等。当初始功率等于这一临

界功率，光束从光腰处入射时，可得到椭圆厄米 高斯空间光孤子。进一步分析发现椭圆厄米 高斯空间光孤子的

相移与介质椭圆率和孤子阶数有密切关系，当介质椭圆率和孤子阶数取不同值时，可产生大的正相移、零相移，甚

至负相移。
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１　引　　言

光束在非局域非线性介质中传输时，遵循非局域非线性薛定谔方程（ＮＮＬＳＥ）。为了求得光束的传输特

性，需要求解ＮＮＬＳＥ，但在大多数情形下很难给出ＮＮＬＳＥ的精确解，只有在某些特殊的情况下采用逆散射

法才能解出。目前，对光束在非局域非线性介质中传输特性的理论研究可采用数值解法［１］，也可根据介质非

０２１９０１１
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局域程度的不同对ＮＮＬＳＥ进行近似处理，得到相应的近似简化模型，在此基础上利用解析法（极强非局

域［２］、强非局域［３］、弱非局域［４］）或变分法（１＋１维强非局域情形
［５］、１＋２维强非局域情形

［６，７］）或微扰的方法

（１＋１维非局域情形
［８］、１＋２维非局域情形

［９］）进行求解。自１９９７年Ｓｎｙｄｅｒ等
［２］提出强非局域模型以来，

起初人们对非局域空间光孤子的研究主要是对基模孤子的研究，近年来有些学者开始对高阶光束在强非局

域介质中的传输性质进行了研究，并取得一定的成就。如分别用解析和变分的方法研究了厄米 高斯光束在

强非局域介质中的传输特性［１０，１１］；用变分法得到了强非局域介质中的拉盖尔 高斯解［１２］；把高阶光束看成高

斯光束与某一函数的乘积，用调制试探解的方法得到了高阶呼吸子［１３，１４］、高阶旋涡孤子［１５］、贝塞尔型孤

子［１６］、ＩｎｃｅＧａｕｓｓｉａｎ解
［１７］等；并讨论了厄米 高斯解、拉盖尔 高斯解、ＩｎｃｅＧａｕｓｓｉａｎ解存在相互转换的可

能；用自相似方法研究了二维高斯孤子族、涡漩孤子族、对称环路孤子族和缺陷孤子族［１８］；数值模拟了厄米

高斯光束在热非局域矩形铅玻璃中的传输情况，成功得到高阶椭圆形项链光束［１９］。椭圆厄米 高斯光束在

具有椭圆对称响应函数的强非局域非线性介质中的传输特性的理论研究目前没有相关的报道，本文运用变

分法对其进行研究。

２　参量演化方程

在不考虑传输损耗的情况下，椭圆厄米 高斯光束在强非局域非线性介质中传输时满足的ＮＮＬＳＥ方程
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　　假设在强非局域介质中（２）式存在椭圆厄米 高斯变分试探解：
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３
狔犪［ ］狓 ＋

１

２
π
２２２

（狀＋犿）（狀！犿！）２ρ犃
４ 犪２狓犪

２
狔犚０－γ狓犪

４
狓犪
２
狔 狀＋（ ）１２ －γ狔犪

４
狔犪
２
狓 犿＋（ ）［ ］１

２
． （５）

运用变分原理δ∫犔狉ｄ狕＝０，δ犔狉／δ狆犻＝０，即有
δ犔狉

δ狆犻
＝


狕
犔狉


狆犻

（ ）狕
－
犔狉

狆犻
＝０， （６）
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式中狆犻分别代表光束各参量θ，犮，犃，犪。由此可得

犃（狕）２ ＝
犘０

２狀＋犿狀！犿！π犪狓犪狔
， （７）

ｄ犪狓
ｄ狕
－４μ犮狓犪狓 ＝０， （８）

ｄ犪狔
ｄ狕
－４μ犮狔犪狔 ＝０， （９）

ｄ犮狓
ｄ狕
－μ
犪４狓
＋４μ犮

２
狓＋
１

２ρ
γ狓犘０＝０， （１０）

ｄ犮狔
ｄ狕
－μ
犪４狔
＋４μ犮

２
狔＋
１

２ρ
γ狔犘０＝０， （１１）

ｄθ
ｄ狕
＋μ

２狀＋１

犪２狓
＋
２犿＋１

犪２（ ）
狔

－
１

４ρ
犘０［４犚０－γ狓犪

２
狓（２狀＋１）－γ狔犪

２
狔（２犿＋１）］＝０， （１２）

式中犘０ ＝∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

（狓，狔，狕）
２ｄ狓ｄ狔为光束的输入功率。（７）～（１２）式即为狓，狔方向束宽、波前曲率系数和相

位的演化方程。由（８）～（１１）式可得

ｄ２犪狓
ｄ狕２

＝
４μ

２

犪３狓
－２γ狓μρ犘０犪狓， （１３）

ｄ２犪狔
ｄ狕２

＝
４μ

２

犪３狔
－２γ狔μρ犘０犪狔． （１４）

（１３），（１４）式即为狓，狔方向束宽演化的动力学方程。

３　椭圆厄米 高斯空间光孤子

假定光束是从光腰处入射，狕＝０时，ｄ
２犪狓／ｄ狕

２
＝０，ｄ

２犪狔／ｄ狕
２
＝０，ｄ犪狓／ｄ狕＝０，ｄ犪狔／ｄ狕＝０，犪狓 ＝犪狓０，

犪狔 ＝犪狔０，犪狓０（狕），犪狔０（狕）分别为狓，狔方向基模高斯光束的初始束宽。由（１３），（１４）式可求得狓，狔方向要保持光

束不变所对应的临界功率：

犘ｃ狓 ＝
２μ
γ狓ρ犪

４
狓０

， （１５）

犘ｃ狔 ＝
２μ
γ狔ρ犪

４
狔０

． （１６）

　　一般情形下，犘ｃ狓 ≠犘ｃ狔，当输入功率等于犘ｃ狓 或犘ｃ狔时，则光束将在狓或狔方向保持不变，得到单方向的

孤子解，另一方向则做周期性的压缩或展宽。若初始功率犘０＝犘ｃ狓 ＝犘ｃ狔，则要求γ狓犪
４
狓０＝γ狔犪

４
狔０，即 γ狓／γ槡 狔 ＝

犪２狔０／犪
２
狓０，这时狓，狔方向的衍射效应和非线性效应分别达到平衡，光束束宽将始终保持不变，即形成稳定的椭

圆厄米 高斯型空间光孤子。由（７）～（１２）式并结合初始条件可得椭圆厄米 高斯光束各参量演化规律：

犪２狓 ＝犪
２
狓０ ｃｏｓ

２（β狓０狕）＋
犘ｃ狓
犘０
ｓｉｎ２（β狓０狕［ ］）， （１７）

犪２狔 ＝犪
２
狔０ ｃｏｓ

２（β狔０狕）＋
犘ｃ狔
犘０
ｓｉｎ２（βｙ０狕［ ］）， （１８）

犮狓 ＝
β狓０犽

犘ｃ狓
犘０
－（ ）１ｓｉｎ（２β狓０狕）

４ｃｏｓ
２（β狓０狕）＋

犘ｃ狓
犘０
ｓｉｎ２（β狓０狕［ ］）

， （１９）

犮狔 ＝
β狔０犽

犘ｃ狔
犘０
－（ ）１ｓｉｎ（２β狔０狕）

４ｃｏｓ
２（β狔０狕）＋

犘ｃ狔
犘０
ｓｉｎ２（β狔０狕［ ］）

， （２０）
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θ（狕）＝－
（２狀＋１）

２
ａｒｃｔａｎ

犘ｃ狓
犘槡０

ｔａｎ（β狓０狕［ ］）＋（２狀＋１）（犘ｃ狓／犘狓０－１）ργ狓犪
２
狓０犘０

１６β狓０
ｓｉｎ（２β狓０狕）［ －

（犘犮狓／犘０－１）ργ狓犪
２
狓０犘０狕］８

－
（２犿＋１）

２
ａｒｃｔａｎ

犘ｃ狔
犘槡０

ｔａｎ（β狔０狕［ ］）＋（２犿＋１）×
（犘ｃ狔／犘０－１）ργ狔犪

２
狔０犘０

１６β狔０
ｓｉｎ（２β狔０狕）－

（犘ｃ狔／犘０－１）ργ狔犪
２
狔０犘０狕［ ］８

＋ρ犚０犘０狕， （２１）

式中β狓０ ＝ （γ狓η犘０）
１／２，β狔０ ＝ （γ狔η犘０）

１／２，犪狓，犪狔 为基模孤子的束宽，对应的高阶孤子的束宽为犪狓狀 ＝

（２犿＋１槡 ）犪狓０，犪狔犿 ＝ （２狀＋１槡 ）犪狔０
［１１］。

由（１７）～ （２１）式可得，当犘０ ＝犘ｃ狓 ＝犘ｃ狔 时，光束束宽保持不变，波前曲率系数为零，即形成椭圆厄

米 高斯空间光孤子，其表达式为

狀犿（狓，狔，狕）＝
犮狀犿

犪狓０犪狔槡 ０

Ｈ狀
狓

犪狓０（狕［ ］）Ｈ犿 狔
犪狔０（狕［ ］）ｅｘｐ（ｉΦ狀犿狕）ｅｘｐ －

狓２

２犪狓狀（狕）
２－

狔
２

２犪狔犿（狕）［ ］２ ， （２２）

式中犮狀犿 ＝ ［犘０／（π２
狀＋犿狀！犿！）］１

／２ 为归一化常数；Φ狀犿 为相移系数，其具体表达式为

Φ狀犿 ＝
犚０

γ狓犽犪
４
狓０

－
３（２狀＋１）

４犽犪２狓０
－
３（２犿＋１）

４犽犪２狔０
， （２３）

考虑到γ狓 与犚０／狑
２
狓 有关，γ狔 与犚０／狑

２
狔 有关，狑＝狑狔／狑狓，狑狓，狑狔 分别是介质响应函数在狓，狔方向的特征宽

度［２０］，（２３）式可化简为

Φ狀犿 ＝
３

４犽犪２狓０

４ν狑
２
狓

３犪２狓０
－（２狀＋１）－

（２犿＋１）［ ］狑
． （２４）

式中ν为材料系数，由介质自身性质决定，数量级为１
［２０］。

４　相　　移

依据（２４）式对附加相移进行数量级粗略计算，此时可把４ν／３近似取为１：

Φ狀犿 ≈
３

４犽犪２狓０

狑２狓
犪２狓０
－（２狀＋１）－

２犿＋１［ ］狑
． （２５）

　　假设强非局域介质响应函数的特征宽度与光束束宽比满足α狓 ＝狑狓／犪狓０＝１０（表征强非局域程度），对于基

阶光孤子情形，犿＝狀＝０，圆对称时椭圆率狑＝狑狔／狑狓 ＝１，（２５）式退化为Φ≈３（１００－１－１）／（４犽犪
２
狓０）；相移

Φ００的正数项远大于负数项（负数项可以忽略不计），可以得到大的正相移
［３］。椭圆对称时，Φ００ ≈３（１００－１－

１／狑）／（４犽犪２狓０），一般也产生大的正相移；要出现零相移则要求狑≈０．０１，只有椭圆率非常小时才可以产生负

相移。对于高阶空间光孤子情形，我们发现相移系数的负数项随着阶数的增大而增大，假如是圆对称高阶，即

狑＝狑狔／狑狓＝１，令Φ狀犿 ＝０，得犿＝狀＝２５。可见要实现零相移需要很高的阶数，实际中难以做到。对于椭圆

厄米 高斯空间型光孤子，当达到一定阶数时，不需要狑很小就能产生零相移。如犿＝狀＝５时，狑≈０．１，则

有可能实现Φ５５ ≈０；当狑＜０．１或犿＝狀＞５甚至可以实现负的相移。

５　结　　论

依据强非局域模型即强非局域介质响应函数的特征宽度远大于光束束宽（α狓，α狔≥１０），把椭圆对称响应

函数进行两次泰勒级数展开，每次都近似取到二阶，可得到与ＮＮＬＳＥ相对应的近似简化的拉格朗日密度函

数。在此基础上再运用变分法对ＮＮＬＳＥ进行求解，探讨了１＋２维椭圆厄米 高斯光束在强非局域非线性

介质中的传输特性，导出了光束各参量的演化方程、演化规律和两个束宽横向方向上对应的临界功率。当光

束、响应函数的椭圆率满足一定条件时，两个临界功率可以相等。当初始功率等于这一临界功率，且光束从

光腰处入射时，可得到椭圆厄米 高斯空间光孤子。对椭圆厄米 高斯空间光孤子的相位进一步分析，发现椭

圆厄米 高斯空间光孤子的相移与介质椭圆率和孤子阶数有密切关系，当介质椭圆率和孤子阶数取不同值

时，可产生正相移、零相移和负相移，特别是其比普通的高斯孤子和圆对称高阶高斯空间光孤子更易实现零

相移，甚至可以得到负相移。
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