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摘要　为了能够同时处理含有较强噪声和欠采样区域的包裹相位图，对基于快速傅里叶变换的４种典型相位解包

裹算法的速度、准确性及适用范围等相关问题进行了深入的研究，并且通过计算机模拟分析了该类算法中的４种

经典算法的抗噪能力和处理含有欠采样情况的能力。结果表明，对于含有强噪声的数据，基于四次快速傅里叶变

换算法的效果最好，基于横向剪切干涉和傅里叶变换相结合的算法效果最差；对于含有欠采样的数据，基于横向剪

切干涉和傅里叶变换相结合的算法效果最好，基于四次快速傅里叶变换算法次之；对同时含有噪声和欠采样区域

的实验数据，基于四次快速傅里叶变换的相位解包裹算法精度最高。
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１　引　　言

相位解包裹是很多基于相位测量技术中所面临的共同问题，如光学计量术［１］、数字全息术［２，３］、磁共振成

像技术［４］和合成孔径雷达干涉技术［５］等，因此具有通用性［６］。然而在实际应用中，由于噪声、阴影及欠采样

等因素的影响，相位解包裹成为一个非常困难的问题。３０多年来，虽然国内外学者提出了很多算法，但还没

有一种算法能够完全解决相位解包裹中的所有问题，因此，寻找出适合于不同情况下的最优相位解包裹算法

有着十分重要的意义［２，３］。

至今，关于相位解包裹算法的分类有很多种，比较经典的分类方法将所有相位解包裹算法分为两类：路

径跟踪算法和路径无关算法，但是这种分类方法比较笼统，对于不同情况的相位解包裹算法的选择问题并不

能很好地提供参考。文献［２］提出了新的分类方法，将算法分为５类，其中，基于傅里叶变换的相位解包裹算

法是比较有前景的一类算法，然而并没有对该类算法中几种不同方法进行深入的分析和比较。本文将对这

类算法进行详细地研究，并通过计算机模拟对该类算法中的４种经典算法的抗噪能力和处理欠采样的能力

进行比较。

２　原理及分析

基于傅里叶变换的相位解包裹算法的特点就是在求解的过程中应用了快速傅里叶变换，虽然各种算法

应用傅里叶变换的原理不同，但是都有一个共同的优点，那就是运算速度比较快，这是由傅里叶变换自身的

特点所决定的，尤其是当图像的大小是２的偶数次幂时，运算速度会更快；并且由于在频域中对数据进行操

作不是点点一一对应的，因此将相位解包裹从空域引入到频域能够很好地解决空域中的噪声等问题。

二维相位解包裹的数学模型可表示为

犻，犼 ＝φ犻，犼＋２π犽犻，犼， （１）

式中φ犻，犼为包裹相位，－π＜φ犻，犼≤π；犻，犼为真实连续相位场；犽犻，犼∈犣，犕、犖分别为行和列的像素数，０≤犻≤

犕－１，０≤犼≤犖－１。二维相位解包裹的任务就是从包裹相位φ犻，犼中估计适当的犽犻，犼，从而得到真实连续的

相位场犻，犼。

最小犔狆 范数法从原理上来说就是进行曲面拟合，其关键是范数的选取问题，狆＝２成为目前研究比较多

的无权最小二乘相位解包裹算法［７］。无权的最小二乘相位解包裹问题可以转化为求解离散泊松方程的问

题，求解离散泊松方程的方法有很多，拓展了相位解包裹的思路。离散泊松方程为

（犻＋１，犼－２犻，犼＋犻－１，犼）＋（犻，犼＋１－２犻，犼＋犻，犼－１）＝ρ犻，犼， （２）

ρ犻，犼 ＝ （
狓
犻，犼－

狓
犻－１，犼）＋（

狔
犻，犼－

狔
犻，犼－１）． （３）

　　（３）式中含有拉普拉斯算子，由于拉普拉斯算子和傅里叶变换之间存在转换关系，因此，Ｓｃｈｏｆｉｅｌｄ等
［８］

提出了基于四次快速傅里叶变换算法（四次ＦＦＴ）。该算法需要进行四次傅里叶变换和四次逆傅里叶变换，

并且需要“镜像”操作，因此计算量比较大。为了缩短运行时间，Ｖｏｌｋｏｖ等
［９］又提出了基于二次傅里叶变换

的算法（二次ＦＦＴ），运行速度明显比第一种算法快。后来，朱勇建等
［１０］提出了基于四次离散余弦变换算法

（四次ＤＣＴ），由于离散余弦变换可以通过傅里叶变换得到，故将该算法也放到这类中，该类算法不需要进行

“镜像”操作，运行速度比较快；针对欠采样的问题，范琦等［１１］提出了一种基于横向剪切干涉和傅里叶变换相

结合的算法（ＬＳＦＦＴ），这种算法能够解决欠采样问题，但是还不清楚该算法对于噪声的处理效果。本文将

通过计算机模拟比较４种算法对于噪声和欠采样的处理效果。

２．１　基于四次快速傅里叶变换算法

根据文献［８］，由四次快速傅里叶变换算法得到的解包裹相位的估计值为

ｅ＝犉
－１ 犉 （ｃｏｓφ犻，犼）犉

－１ （犳
２
狓＋犳

２
狔）犉（ｓｉｎφ犻，犼［ ］｛ ｝） ／（犳

２
狓＋犳

２
狔｛ ｝）－

犉－１ 犉 （ｓｉｎφ犻，犼）犉
－１ （犳

２
狓＋犳

２
狔）犉（ｃｏｓφ犻，犼［ ］｛ ｝） ／（犳

２
狓＋犳

２
狔｛ ｝）， （４）

式中犉、犉－１分别表示二维快速傅里叶变换及其逆变换，狆和狇分别为狓方向和狔方向的空间频率。最终的

解包裹相位可以通过估计值按照下式进行迭代求得：

１２０９０２２
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犽＋１ ＝犽＋２π犚［（ｅ－犽）／（２π）］， （５）

式中犽为迭代步数，当犽＝０时，选择０ 为包裹相位；函数犚（·）为取整函数。

该算法的优点是抗噪效果较好，但由于一般情况下需要迭代２～３次，因此计算时至少需要８次傅里叶

变换和８次傅里叶逆变换，导致运行时间很长。与此同时，由于边界问题，该算法需要对图像进行“镜像”操

作，使运算时间增加了３犖２ 倍。

２．２　基于四次离散余弦变换算法

该算法的原理和基于四次傅里叶变换算法的原理类似，只是将（４）式中的犉和犉－１替换为犆ｄ和犆
－１
ｄ 即可：

ｅ＝犆
－１
ｄ 犆ｄ （ｃｏｓφ犻，犼）犆

－１
ｄ （狆

２
＋狇

２）犆ｄ（ｓｉｎφ犻，犼［ ］｛ ｝） ／（狆
２
＋狇

２｛ ｝）－

犆－１ｄ 犆ｄ （ｓｉｎφ犻，犼）犆ｄ （狆
２
＋狇

２）犆ｄ（ｃｏｓφ犻，犼［ ］｛ ｝） ／（狆
２
＋狇

２｛ ｝）． （６）

然后把（６）式代入（５）式即可以得到真实的相位值。

该算法的优点是比较适合解决含有欠采样的数据，不需要“镜像”操作，但对于噪声处理效果不是很好，

同时由于至少需要进行８次傅里叶变换，因此运行速度较慢。

２．３　基于二次傅里叶变换算法

由文献［９］，基于二次快速傅里叶变换算法得到的解包裹相位为

狓，狔 ＝Ｒｅ犉
－１ ［犉（狓狓，狔）狆

２
＋犉（狔狓，狔）狇

２］／（狆
２
＋狇

２｛ ｝）／（２πｉ｛ ｝）， （７）

式中Ｒｅ（）为求复数实部的操作，狓狓，狔、狔狓，狔 分别为狓，狔 在狓、狔方向的偏微分，ｉ为虚数单位。可以通过

犣狓，狔 ＝ｅｘｐｉ（φ狓，狔＋２π犽狓，狔［ ］）＝ｅｘｐ（ｉφ狓，狔）， （８）

⊥狓，狔 ＝Ｒｅ［⊥犣狓，狔／ｉ犣狓，狔）］， （９）

得到狓狓，狔 和狔狓，狔，式中⊥为梯度运算符。

该算法的优点是只需要二次傅里叶变换和一次傅里叶逆变换，所以运行速度比较快，但是也需要对图像

进行“镜像”操作。此外，该算法对于处理欠采样的数据效果不是很好。

２．４　基于横向剪切干涉和傅里叶变换相结合算法

该算法的原理是［１１］：首先利用横向剪切干涉得到狓方向和狔方向的包裹相位差图，然后根据某种常用

的相位解包裹算法对这两个包裹相位差图进行解包裹运算，得到两个解包裹相位差图，最后应用傅里叶变换

和最小二乘法恢复出真实相位分布。

解包裹后的相位差Δφ狓（狓，狔）和Δφ狔（狓，狔）与真实相位之间的关系为

Δφ狓（狓，狔）＝（狓＋狊，狔）－（狓，狔）， （１０）

Δφ狔（狓，狔）＝（狓，狔＋狊）－（狓，狔）， （１１）

式中狊为剪切量，通常取其为一个像素大小。可以推得真实相位在狓方向和狔方向的一维估计为

狓（狓，狔）＝犉
－１
狓 犉狓 Δφ狓（狓，狔［ ］）／［ｅｘｐ（ｉ２π犳狓狊）－１｛ ｝］， （１２）

狔（狓，狔）＝犉
－１
狔 犉［Δφ狔（狓，狔）］／［ｅｘｐ（ｉ２π犳狔狊）－１｛ ｝］， （１３）

式中犳狓 和犳狔为狓方向和狔方向的空间频率，犉狓 和犉
－１
狓 为狓方向的一维傅里叶变换和一维傅里叶逆变换，犉狔

和犉－１狔 为狔方向的一维傅里叶变换和傅里叶逆变换。

应用最小二乘原理可以得到真实相位（狓，狔）与狓、狔方向的一维估计狓（狓，狔）、狔（狓，狔）之间的关系为

（狓，狔）＝ 狓（狓，狔）＋犱狓（狓［ ］）＋ 狔（狓，狔）＋犱狔（狔［ ］｛ ｝） ／２， （１４）

式中犱狓（狓）和犱狔（狔）为一维估计狓（狓，狔）、狔（狓，狔）与（狓，狔）之间的相位偏差，它们可以通过最小二乘波前

拟合法求得。

该算法的优点是适合于处理含有欠采样的数据，但对于噪声的处理情况不明确。通过计算机模拟对其

进行分析。

３　计算机模拟验证４种算法对噪声的处理效果

图像经常会被噪声污染，噪声可能发生在图像的获取过程中，或者在图像的传输期间，甚至在图像的再

现期间。因此消噪是图像处理中一项重要的任务。不少学者对于散斑噪声的抑制提出了解决方法，其中大
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部分方法都是基于滤波技术［１２，１３］，然而，滤波虽能削弱噪声，但同时也会损失物体部分信息，从而影响测量

精度。因此，这里不采用滤波方法对全息图以及再现像进行处理，而是通过寻找一种本身就有消噪功能的相

位解包裹算法来获得比较准确的相位信息。

为了研究４种相位解包裹算法是否能够处理强噪声数据，选择１２８ｐｉｘｅｌ×１２８ｐｉｘｅｌ的峰函数作为模拟

数据。

首先，将０．１×犘（１２８）的随机噪声加到峰函数上，犘（）为随机噪声产生函数，计算机模拟的峰函数的真

实相位及其包裹相位如图１所示。其中图１（ａ）、（ｂ）分别表示真实相位的二维及三维分布，图１（ｃ）为包裹相

位的二维分布。

图２（ａ）～（ｄ）依次为利用四次ＦＦＴ、四次ＤＣＴ、二次ＦＦＴ和ＬＳＦＦＴ４种算法获得的解包裹相位的二

维分布；图２（ｅ）～（ｈ）分别是其三维相位分布；图２（ｉ）～（ｌ）分别是４种算法获得的相位重包裹结果。

图１ 模拟的峰函数的相位分布。（ａ）真实相位的二维分布；（ｂ）三维分布；（ｃ）包裹相位图

Ｆｉｇ．１ Ｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｅｄｐｅａｋｆｕｎｃｔｉｏｎ．（ａ）Ｒｅａｌｐｈａｓｅ２Ｄｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ；（ｂ）３Ｄｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ；

（ｃ）ｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

图２ ４种算法对于弱噪声的处理结果。（ａ）～（ｄ）依次为由四次ＦＦＴ、四次ＤＣＴ、二次ＦＦＴ和ＬＳＦＦＴ获得展开

相位的二维分布；（ｅ）～（ｈ）依次为（ａ）～（ｄ）的三维分布；（ｉ）～（ｌ）依次为（ａ）～（ｄ）的重包裹相位分布

Ｆｉｇ．２ Ｏｂｔａｉｎｅｄｐｈａｓｅｂｙｔｈｅｆｏｕｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｗｅａｋｎｏｉｓｙｐｈａｓｅｍａｐ．（ａ）～（ｄ）２Ｄｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅ

ｑｕａｒｔｉｃＦＦＴ，ｑｕａｒｔｉｃＤＣＴ，ｓｅｃｏｎｄＦＦＴａｎｄＬＳＦＦＴａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ；（ｅ）～（ｈ）３Ｄｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆ

　　　　　　　　　（ａ）～（ｄ）ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ；（ｉ）～（ｌ）ｒｅｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｍａｐｏｆ（ａ）～（ｄ）ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ
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直观来看，图２（ａ）～（ｄ）与图１（ａ）差异都比较小。将图２（ｅ）～（ｈ）分别与图１（ｂ）比较可知，图２（ｂ）效果

最差。进一步比较图２（ｉ）～（ｌ）与图１（ｃ）可知，４种算法对于含有噪声的包裹相位图的处理效果从好到坏依

次是四次ＦＦＴ、ＬＳＦＦＴ、二次ＦＦＴ和四次ＤＣＴ。

将随机噪声的强度加大为０．２时，模拟的峰函数的真实相位及包裹相位如图３（ａ）和（ｆ）所示。图３（ｂ）～

（ｅ）分别为利用四次ＦＦＴ、四次ＤＣＴ、二次ＦＦＴ和ＬＳＦＦＴ四种算法获得的解包裹相位分布；图３（ｇ）～（ｊ）分别

是相应的相位重包裹结果。

比较图３（ｆ）～（ｊ）可知，图３（ｇ）与（ｆ）最接近，图３（ｉ）次之，图３（ｊ）与图３（ｆ）差异最大。因此，４种算法对

于噪声的处理效果从好到坏依次是四次ＦＦＴ、二次ＦＦＴ、四次ＤＣＴ和ＬＳＦＦＴ。特别需要注意的是，当噪

声较强时，ＬＳＦＦＴ算法出现了严重的解包裹错误，可见该算法对噪声的免疫能力非常差。

图３ ４种算法对于强度噪声的处理结果。（ａ）峰函数的真实相位分布；（ｂ）～（ｅ）依次为四次ＦＦＴ、四次ＤＣＴ、

二次ＦＦＴ和ＬＳＦＦＴ获得的展开相位；（ｆ）原始包裹相位图；（ｇ）～（ｊ）依次为（ｂ）～（ｅ）的重包裹相位图

Ｆｉｇ．３ Ｏｂｔａｉｎｅｄｐｈａｓｅｂｙｔｈｅｆｏｕｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｓｔｒｏｎｇｎｏｉｓｙｐｈａｓｅｍａｐ．（ａ）Ｒｅａｌｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｐｅａｋｆｕｎｃｔｉｏｎ；

（ｂ）～（ｅ）ｒｅｓｕｌｔｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅｑｕａｒｔｉｃＦＦＴ，ｑｕａｒｔｉｃＤＣＴ，ｓｅｃｏｎｄＦＦＴａｎｄＬＳＦＦＴｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ；（ｆ）ｏｒｉｇｉｎａｌ

　　　　　　　　　　　ｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅ；（ｇ）～（ｊ）ｒｅｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｍａｐｏｆ（ｂ）～（ｅ）ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

４　计算机模拟验证４种算法对欠采样情况的处理效果

当相位在空间中变化较快时，就可能造成包裹相位图相邻像素之间的相位差大于π，将出现包裹条纹

“混叠”现象，即“欠采样”现象（此时的包裹相位图称为欠采样包裹相位图），使得解包裹产生很大的误差甚至

无法顺利完成，因此很有必要验证各种相位解包裹算法对于欠采样的处理效果［１４］。

在理想情况下，当包裹相位的相邻相位差小于π时，包裹相位梯度应该和真实相位梯度相等；然而，在实

际情况中，干涉图像在噪声、欠采样、重叠和阴影的影响下，包裹相位梯度与真实相位梯度不再相等，因此用

相位解包裹算法得到的估计相位重包裹后的条纹数和原始包裹相位的条纹数将不再相等，这种现象就是真

实相位“坡度”欠估计现象［１５］，通过这个现象对模拟结果进行评价。

为了验证相位解包裹算法是否能够处理含有欠采样的数据，模拟相位数据选择函数

（犿，狀）＝１２０ｓｉｎ
犿π（ ）１２８

ｓｉｎ
狀π（ ）１２８

， （１５）

式中犿＝１，２，…，１２８；狀＝１，２，…，１２８。对其进行包裹，得到包裹相位（犿，狀）为

φ（犿，狀）＝ Ｗ［（犿，狀）］， （１６）

式中 Ｗ 为包裹操作运算符。

模拟函数的二维相位分布如图４（ａ）所示。对（１５）式进行包裹操作，得到包裹相位图如图４（ｆ）所示，其

相邻像素相位差的最大值为６．２０５ｒａｄ，约等于１．９７π，所以包裹相位图存在欠采样区域。图４（ｆ）中的欠采
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样区域如图中边框里面的区域。

利用四次ＦＦＴ、四次ＤＣＴ、二次ＦＦＴ和ＬＳＦＦＴ四种算法获得的解包裹相位分布分别如图４（ｂ）～（ｅ）

所示，图４（ｇ）～（ｊ）分别是其重包裹相位图。

图４ ４种算法对于欠采样的处理结果。（ａ）模拟的真实相位分布；（ｂ）～（ｅ）依次为四次ＦＦＴ、四次ＤＣＴ、二次ＦＦＴ和

ＬＳＦＦＴ获得的展开相位；（ｆ）原始包裹相位图；（ｇ）～（ｊ）依次为（ｂ）～（ｅ）的重包裹相位图

Ｆｉｇ．４ Ｏｂｔａｉｎｅｄｐｈａｓｅｂｙｔｈｅｆｏｕｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｔｈｅｕｎｄｅｒｓａｍｐｌｅｄｐｈａｓｅｍａｐ．（ａ）Ｒｅａｌｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

ｄａｔａ；（ｂ）～ （ｅ）ｒｅｓｕｌｔｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅｑｕａｒｔｉｃＦＦＴ，ｑｕａｒｔｉｃＤＣＴ，ｓｅｃｏｎｄＦＦＴａｎｄＬＳＦＦＴｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ；

　　　　　　　（ｆ）ｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｍａｐ；（ｇ）～（ｊ）ｒｅｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｍａｐｏｆ（ｂ）～（ｅ）ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

通过将图４（ｂ）～（ｅ）４幅图像与原始真实相位图４（ａ）相比发现：图４（ｂ）和（ｅ）得到的解包裹相位与原

始真实相位最接近，即四次ＦＦＴ和ＬＳＦＦＴ得到的结果较好；图４（ｄ）与真实相位差异最大，因此二次ＦＦＴ

算法得到的结果最差；四次ＤＣＴ算法得到的结果在欠采样区域存在较大误差。在这４种算法中，究竟哪种

方法更为准确，不能只凭直观来看，还需要作进一步的分析。因此通过将４种算法得到的包裹相位进行重包

裹，然后比较重包裹相位条纹和原始包裹相位条纹的数量和形状，即是否存在真实相位“坡度”欠估计现象来

判断算法的好坏。重包裹后的相位图如图４（ｇ）～（ｊ）所示。

通过将４种算法的重包裹相位图图４（ｇ）～（ｊ）与原始包裹相位图图４（ｆ）比较可知：图４（ｉ）中的条纹数以

及条纹形状明显不同于原始包裹相位图，即存在真实相位“坡度”欠估计的问题，因此可知二次ＦＦＴ存在严

重的误差，不适合处理含有欠采样的包裹相位图；图４（ｈ）的条纹数明显少于图４（ｆ）中的条纹数，也存在真实

相位“坡度”欠估计的问题，并且在欠采样区域存在严重的误差，因此四次ＤＣＴ算法也不适合于处理含有欠

采样的数据；图４（ｇ）和（ｊ）与图４（ｆ）都比较接近，但是图４（ｇ）在欠采样的区域的条纹的灰度值和图４（ｆ）不

同，因此，四次ＦＦＴ算法在欠采样区域存在一定的误差。而图４（ｊ）和图４（ｆ）比较接近，即ＬＳＦＦＴ的结果相

对更为准确。因此，对于处理含有欠采样的包裹相位图，ＬＳＦＦＴ效果最好，四次ＦＦＴ次之。

５　结　　论

本文对基于傅里叶变换相位解包裹算法的速度、准确性及适用范围等相关问题进行了深入的研究，并通

过计算机模拟实验验证了４种经典算法对于处理含有噪声和欠采样的包裹相位图的效果。结果表明，对于

含有强噪声的数据，四次ＦＦＴ效果最好，ＬＳＦＦＴ算法效果最差；对于含有欠采样的数据，ＬＳＦＦＴ算法效果

最好，四次ＦＦＴ算法次之。因此，综合上述两种情况，对含有噪声和欠采样区域的包裹相位图，基于四次

ＦＦＴ算法的相位解包裹算法精度最高。基于傅里叶变换相位解包裹算法具有运行速度快、抗噪能力较强等

优点，具有很好的应用前景，为研究相位解包裹算法提供了新的参考价值。
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