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摘要　为实现使用 ＨａｒｔｍａｎｎＳｈａｃｋ（哈特曼 夏克）波前传感器对高分辨率物镜进行高精度检测，提出了使用二维

插值多项式替代泽尼克（Ｚｅｒｎｉｋｅ）多项式为重构基底对被测波前进行模式重构的方法。为了验证方法的可行性，仿

真高分辨率物镜设计波像差为待测波前，得到重构误差均方根（ＲＭＳ）值为０．０６０９λ。模拟理想球面波为待测波前，

重构精度随拟合阶数增加稳定变化。经过重构正弦波前、余弦波前、非球面波前以及含有低阶球差、彗差、象散、场

曲和畸变等像差的一般波前，进一步对比了Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式和二维插值多项式为基底的重构精度，得到了一种较

Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合精度更高更稳定的模式重构基底。

关键词　哈特曼 夏克波前传感器；模式波前重构；泽尼克多项式；二维插值多项式
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１　引　　言

ＨａｒｔｍａｎｎＳｈａｃｋ（哈特曼 夏克）波前传感器利用光的几何特性，可在极短的曝光时间里测得待测光波
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的相位和强度，具有动态范围大、无需参考光、环境适应能力强和价格低廉的优点，广泛应用在激光波前检

验、视光学、自适应光学、天文检测和调校天文望远镜等领域［１～３］。

ＨａｒｔｍａｎｎＳｈａｃｋ波前传感器以测量波前斜率为基础，通过进行波前的重构，获得被测波前信息，实现波

前检验。目前常用的重构方法是基于译尼克（Ｚｅｒｎｉｋｅ）多项式的模式重构法。１９３４年，Ｚｅｒｎｉｋｅ
［４］首次提出

使用泽尼克（Ｚｅｒｎｉｋｅ）多项式，随后 Ｎｉｊｂｏｅｒ
［５］将 Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式用于描述像差的衍射理论，１９７９年，

Ｃｕｂａｌｃｈｉｎｉ提出用Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式重构波前的算法，解决了之前区域法存在的问题，但也存在模式间耦合和

混淆的问题［６］，使得重构精度不够稳定，因此Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式并不总是数据拟合的最佳选择。段海峰等
［７］的

研究结果表明，模式之间不正交对波前重构与波前校正的精度影响很小。这样 ＨａｒｔｍａｎｎＳｈａｃｋ波前传感

器采用模式法进行模式选取时，只需保证重构模式彼此线性无关，就可以弱化对模式正交性的要求。针对被

测对象的特性选择有效的数学模型，加强重构模式对被测波前描述的完备性研究［７］。

为了实现高准确度的 ＨａｒｔｍａｎｎＳｈａｃｋ波前传感器检验，需要提高波前重构的精度。本文提出将二维

插值多项式代替Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式为基底，对被测波前进行模式重构，研究了此方法的可行性，探究了以二维

插值多项式作基底时，重构精度随拟合阶数增加变化的稳定性，进一步对比了两种函数基底的重构精度，得

到了一种较Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合精度更高、更稳定的模式重构基底。

２　基本原理

２．１　犎犪狉狋犿犪狀狀犛犺犪犮犽波前传感器工作原理

ＨａｒｔｍａｎｎＳｈａｃｋ波前传感器将完整被测波前分割成若干个子波前，以波前斜率测量为基础，获得每一

个子波前的近场波面相位分布规律后，重构得到完整的波前信息，进而得出系统的光学特性参数 斯特雷

尔比（ＳＲ）、点扩散函数（ＰＳＦ）、传递函数（ＯＴＦ）和调制传递函数（ＭＴＦ）等
［８］。

ＨａｒｔｍａｎｎＳｈａｃｋ波前传感器的关键部分由微透镜阵列和ＣＣＤ构成，通过测量ＣＣＤ上参考波前成像点

斑与被测波前点斑在狓、狔方向的位移差Δ狓、Δ狔，得到子波前的波前斜率，进而得到完整波前的平均斜率测

量值，即波前Ф的一阶导数为

Φ犻，犼 ＝



狓





烄

烆

烌

烎狔

Φ犻，犼 ＝
１
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Δ狓

Δ（ ）狔 犻，犼

． （１）

　　由于 ＨａｒｔｍａｎｎＳｈａｃｋ波前传感器得到的测量结果位于面积为狊的单位子孔径内，在狓、狔方向的平均

斜率犵狓、犵狔 可表示为

犵狓 ＝
１

狊
狊

Φ（狓，狔）

狓
ｄ狓ｄ狔
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１
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２．２　波前重构原理

利用ＨａｒｔｍａｎｎＳｈａｃｋ波前传感器测得的波前斜率（即波前相位的一阶导数）还原出原始波前的过程称

为波前重构。常见的波前重构方法主要分为区域法和模式法。由于区域法重构波前没有分离出波前倾斜量

和离焦量，因此在光学检测中常使用模式重构法。模式法将全孔径内的波前相位展开成不同的模式，用全孔

径内的测量数据去求解各模式的系数，得到完整波前展开式，从而重构出波前［９］。

与Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式类似，波前可以表示为二维插值多项式的形式，即

Φ（狓，狔）＝∑
狀

犻＝１
∑
犿

犼＝１

犓犻，狆（狓）犓犼，狇（狔）犘犻犼， （３）

式中狀，犿分别为狓，狔方向上的采样点个数，犘犻犼 为波前振幅，犓犻，狆（狓）和犓犼，狇（狔）分别表示定义在向量犡（狓１，

…，狓狀）和犢（狔１，…，狔狀）方向上的狆次和狇次插值多项式函数的基本函数。犓犻，狆（狓），犓犼，狇（狔）定义为

犓犻，狆（狓）＝∑
狆

犽＝０

犪犽狓
犽， （４ａ）
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犓犼，狇（狔）＝∑
狇

犽＝０

犫犽狔
犽． （４ｂ）

　　插值多项式函数满足循环关系：

犓犻，狆（狓）＝
狓－狓犻＋狆
狓犻＋狆－狓犻
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狓犻＋狆＋１－狓犻＋１
犓犻＋１，狆－１（狓）， （５）

对于狔方向，有相似的循环关系。将（３）式简化成
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　　由（２）式得到平均斜率犵狓，犵狔 为
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　　（７）式的矩阵表示为

犌狓

犌
［ ］

狔

＝
犛狓

犛
［ ］
狔

犆． （８）

　　这样，波前拟合问题就转化成（８）式中对系数犆的求解问题。考虑到平均采样点个数大于拟合项数，构

造的（８）式为超定方程组。超定方程组不存在唯一解，常用的解法是：矩阵的广义逆求解法、ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ

正交法和奇异值分解法等［１０］。由于使用奇异值分解得到的广义逆求解方程在最小二乘范数下具有稳定解，

因此选择奇异值分解法求解（８）式，从而实现波前的多项式重构。

３　仿真实验与分析

设计仿真实验，验证以二维插值多项式为基底模式重构的可行性，探究这种重构方法高阶拟合的稳定性

以及重构的精度。模拟高分辨率物镜设计的波像差为待测波前，验证以二维插值多项式为基底的模式重构

是否可行。以理想球面波为例，探究二维插值多项式为基底重构精度是否随拟合阶数的增加而稳定变化，再

模拟更加复杂的正弦波，研究以二维插值多项式为基底的重构精度。进一步模拟余弦波前、非球面波前和一

般待测波前，其中一般待测波前为含有一定低阶球差、彗差、象散、场曲和畸变等像差的波前；分别计算以

Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式和二维插值多项式为基底重构波前的重构误差。

３．１　二维插值多项式为基底的可行性验证

为了验证使用二维插值多项式为基底重构波前的可行性，选择参照文献［１１］中数值孔径（ＮＡ）为０．７５

的物镜设计参数，利用设计结果的波向差构造待测波前［图１（ａ）］，待测波前的３６项Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式系数见

表１，根据夫琅禾费衍射理论，仿真生成待测波前的光束在 ＨａｒｔｍａｎｎＳｈａｃｋ传感器上形成的方形域ＣＣＤ光

斑点阵，利用（２）式计算各子孔径的斜率，根据（８）式，使用７阶的二维插值多项式为基底，对该波前进行模式

重构。

表１ 待测波前各项Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式系数

Ｔａｂｌｅ１ ＮｕｍｂｅｒｏｆＺｅｒｎｉｋｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｏｆｔｈｅｕｎｄｅｒｔｅｓｔｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔ

Ｚｅｒｎｉｋｅｏｒｄｅｒ ＣｏｒｒｏｓｐｏｎｄｉｎｇＺｅｒｎｉｋｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

１～９ ０．１６ ０．９１ －４．５ －０．２９ ０．１ －０．１２ －０．６８ ０．１６ －０．７９

１０～１８ １．０１ －０．０９ －０．５３ ０．０６ －０．２２ －０．１１ ０．９１ －０．２３ ０．０５

１９～２７ －０．２７ ０．３５ －０．６ ０．０３ ０．３６ －０．０９ －０．０６ －０．０４ ０．３６

２８～３６ ０．０７ －０．２０ －０．２０ －０．５３ －０．０３ ０．１３ ０．７９ ０ ０．０６

　　图１（ｃ）、（ｄ）给出了使用二维插值多项式为基底进行波前重构的结果，可以看出该方法能够很好地复原

原始波前，计算得到的重构误差均方根（ＲＭＳ）值为０．０６０９λ，满足使用要求。因此，使用 ＨａｒｔｍａｎｎＳｈａｃｋ

波前传感器检验高分辨率物镜时，以二维插值多项式为基底重构波前是可行的。
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图１ 模拟待测波前与重构结果。（ａ）待测波前三维图；（ｂ）待测波前平面图；（ｃ）重构结果三维图；（ｄ）重构结果平面图

Ｆｉｇ．１ Ｕｎｄｅｒｔｅｓｔｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔａｎｄｒｅｓｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ．（ａ）Ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｆｉｇｕｒｅｏｆｔｈｅｕｎｄｅｒｔｅｓｔｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔ；（ｂ）

ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎｆｉｇｕｒｅｏｆｔｈｅｕｎｄｅｒｔｅｓｔｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔ；（ｃ）ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｆｉｇｕｒｅｏｆｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ；（ｄ）ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｆｉｇｕｒｅｏｆｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ

３．２　二维插值多项式为基底波前重构的精度稳定性

以Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式为基底的模式法重构由于采样点数有限，产生了模式耦合和混淆的问题
［１２～１４］，导致

重构精度并没有随着Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式重构项数的增多而提高。因此对于一个未知波前，不易判断最佳的

Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式重构项数。为了检验以二维插值多项式为基底的模式重构是否存在同样的问题，以理想球面

波前为待测波前，比较二者的重构精度随拟合阶数变化的稳定性。

图２（ａ）和（ｂ）分别给出待测波前为理想球面波时，以６～３６项Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式和３～７阶二维插值多项

式为基底重构波前的重构误差ＲＭＳ值变化规律。从图２（ａ）可以看出，以Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式为基底的波前重构

精度在高阶时产生突变，重构精度变化范围大、不稳定，最佳重构误差ＲＭＳ值为０．０３９５λ。而以二维插值多

项式为基底重构波前的重构精度在高阶时相对稳定，如图２（ｂ）所示。最佳重构误差ＲＭＳ值为０．０３９３λ。

图２ 理想球面波重构误差ＲＭＳ值变化曲线。（ａ）以Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式为基底的重构结果；（ｂ）以二维插值多项式为

基底的重构结果

Ｆｉｇ．２ ＥｒｒｏｒＲＭＳｃｕｒｖｅｓｏｆｓｐｈｅｒｅｗａｖｅｆｒｏｎｔｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｅｒｒｏｒ．（ａ）ＥｒｒｏｒＲＭＳｃｕｒｖｅｏｆＺｅｒｎｉｋｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇ；

（ｂ）ｅｒｒｏｒＲＭＳｃｕｒｖｅｏｆｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎｉｎｓｅｒｔｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇ
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３．３　二维插值多项式为基底波前重构的精度

为了研究二维插值多项式为基底波前重构的精度，模拟了更加复杂的正弦波前作为待测波前。分别使用

Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式与二维插值多项式为基底重构待测波前，重构误差ＲＭＳ如图３所示。模拟１６８１、４４１、１２１个采

样点，分别使用６～３６项Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式为基底对原始波前进行模式重构，图３（ａ）为其误差ＲＭＳ值的变化。模

拟一系列采样点，分别使用３～６阶二维插值多项式重构正弦波前，图３（ｂ）为其误差ＲＭＳ值的变化。

图３ 正弦波前重构误差ＲＭＳ值曲线。（ａ）Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的误差重构ＲＭＳ值曲线；（ｂ）二维差值多项式的

重构误差ＲＭＳ值曲线

Ｆｉｇ．３ ＥｒｒｏｒＲＭＳｃｕｒｖｅｓｏｆｓｉｎｅｗａｖｅｆｒｏｎｔｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｅｒｒｏｒ．（ａ）ＥｒｒｏｒＲＭＳｃｕｒｖｅｏｆＺｅｒｎｉｋｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇ；

（ｂ）ｅｒｒｏｒＲＭＳｃｕｒｖｅｏｆｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎｉｎｓｅｒｔｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇ

从图３（ａ）看出，随着拟合项数和采样点数的增加，Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式重构精度逐渐增加。原因是正弦波前

引入了高阶像差，Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的高阶项能够较好地表示高阶像差，使得模式混淆误差减小，提高了重构精

度。当拟合Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式达到１６项以上时，最佳重构精度ＲＭＳ值可达到０．０１４２λ。二维插值多项式重构

正弦波前的精度也随着拟合阶数和采样点个数的增加而增加。当阶数在４阶及以上时，重构精度保持稳定，

当狓，狔的拟合阶数为６阶时，重构精度达到０．０１４３λ。通过图３（ａ）与（ｂ）的分析比较表明：只有在高阶时，

Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式和二维插值多项式为基底的模式重构才能较高精度重构复杂的正弦波前，二者具有近似的重

构精度。

进一步选取余弦波前、非球面波前以及含有一定低阶球差、彗差、象散、场曲和畸变等像差的一般波前为

待测波前，分别以Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式与二维插值多项式为基底进行波前重构，结果如图４～６所示。比较它们

的最佳重构误差ＲＭＳ值如表２所示。

图４ 模拟待测波前１与重构结果。（ａ）待测波前１；（ｂ）Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式重构结果；（ｃ）二维插值多项式重构结果

Ｆｉｇ．４ Ｎｏ．１ｕｎｄｅｒｔｅｓｔｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔａｎｄｉｔｓｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ．（ａ）Ｎｏ．１ｕｎｄｅｒｔｅｓｔｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔ；

（ｂ）Ｚｅｒｎｉｋｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔ；（ｃ）ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎｉｎｓｅｒｔｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔ

从图４～６可以看出，二维插值多项式和Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式为基底的模式重构都能较好地复原待测波前，

其中对于余弦和非球面波前复原效果很好，而含有低阶像差的一般待测波前误差较大。

比较表２中的各类波前的重构结果可以看出，对于余弦波前，非球面波前和含有低阶像差的一般波前，以二维

插值多项式为基底的重构精度与以Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式为基底的重构精度相当，甚至优于Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的精度。
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图５ 模拟待测波前２与重构结果。（ａ）待测波前２；（ｂ）Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式重构结果；（ｃ）二维插值多项式重构结果

Ｆｉｇ．５ Ｎｏ．２ｕｎｄｅｒｔｅｓｔｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔａｎｄｉｔｓｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ．（ａ）Ｎｏ．２ｕｎｄｅｒｔｅｓｔｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔ；

（ｂ）Ｚｅｒｎｉｋｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔ；（ｃ）ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎｉｎｓｅｒｔｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔ

图６ 模拟待测波前３与重构结果。（ａ）待测波前３；（ｂ）Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式重构结果；（ｃ）二维插值多项式重构结果

Ｆｉｇ．６ Ｎｏ．３ｕｎｄｅｒｔｅｓｔｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔａｎｄｉｔｓｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ．（ａ）Ｎｏ．３ｕｎｄｅｒｔｅｓｔｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔ；（ｂ）Ｚｅｒｎｉｋｅ

ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔ；（ｃ）ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎｉｎｓｅｒｔｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔ

表２ 其他几种形式待测波前的重构误差ＲＭＳ值

Ｔａｂｌｅ２ Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｏｔｈｅｒｋｉｎｄｓｏｆｗａｖｅｆｒｏｎｔｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

Ｕｎｄｅｒｔｅｓｔｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔ Ｚｅｒｎｉｋｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎｉｎｓｅｒｏｌｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ

１ ｃｏｓ（１．２狓＋２．３狔） ０．０４８８λ ０．０４７１λ

２ ０．３狓２－０．２５狔
２ ０．００６８λ １．６２４０×１０－１５λ

３
０．２５＋０．１８５狔＋０．１６（狓

２＋狔
２）－０．６８（狓２＋狔

２）２＋
０．１７５狔（狓

２＋狔
２）＋０．１１５狔

２＋０．００５（狓２＋狔
２）＋０．０２８７５狔

０．１８７２λ ０．１７８４λ

４　结　　论

提出使用二维插值多项式为基底对 ＨａｒｔｍａｎｎＳｈａｃｋ波前传感器检测高分辨率物镜的波前进行重构的

思想。验证了在高分辨率物镜的 ＨａｒｔｍａｎｎＳｈａｃｋ波前传感器检验中，以二维插值多项式为基底的模式重

构是可行的。模拟理想球面波、正弦波、余弦波、非球面波以及含有一定低阶像差的波前为待测波前，结果表

明使用二维插值多项式为基底，相比Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式重构精度更高且更稳定。
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