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激光与光电子学进展
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非傍轴高斯激光束电磁场研究
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摘要　采用 Ｗｅｎｉｇｅｒ变换法消除了Ｌａｘ级数场的发散性，获得收敛的 Ｗｅｎｉｇｅｒ变换场（ＷＴＦ）。通过与严格满足麦

克斯韦方程组的数值电磁场相比较，比较了不同聚焦尺寸下 Ｗｅｎｉｇｅｒ变换场和复源点球面波场（ＣＳＰＳＷＦ）的准确

性。计算结果表明，当光束聚焦半径大于２．２３倍波长时，两者是一致的，而当光束聚焦到更小尺寸时，Ｗｅｎｉｇｅｒ变

换场更为准确。
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１　引　　言

由于在光通信、光存储和光俘获粒子等领域的重要应用，高斯光束一直是光学领域研究的热点之一。近

年来，在实验中为了获得高峰值光强光束，人们往往采用将光束聚焦到很小尺寸（微米量级）的方法。此时，

在理论模拟中，传统的高斯光束傍轴解不再准确。因此，求解高斯光束非傍轴解引起了科研人员越来越多的

关注［１～８］。１９７５年，Ｌａｘ等
［９］提出了一种以光束衍射角为参量的级数展开方法。利用这种方法，一些科研人

员［１０～１２］陆续求解了傍轴高斯光束电磁场的高阶修正项。然而，在光束聚焦到波长量级时，Ｌａｘ级数方法求

解的电磁场表现出了发散的特性，只适用于光束焦点区域研究［１３，１４］。此外，Ｓａｌａｍｉｎ
［１５］利用复源点球面波法

同样求解了非傍轴高斯光束电磁场，并且证明了获得的电磁场除了存在奇异点外要比Ｌａｘ级数场更为准确。

本文为了获得非傍轴高斯光束电磁场的准确解，首先给出了Ｌａｘ级数电磁场解析解，并且利用 Ｗｅｎｉｇｅｒ

变换方法［１６，１７］消除了Ｌａｘ级数场的发散性，获得了收敛的 Ｗｅｎｉｇｅｒ变换场（ＷＴＦ）。此外，分别采用复源点

球面波法［１８］和平面波谱法［１９，２０］求解了非傍轴高斯光束电磁场，其中平面波谱法求解的电磁场数值解严格满
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足麦克斯韦方程组。通过与数值电磁场比较，比较了不同聚焦尺寸下 Ｗｅｎｉｇｅｒ变换场和复源点球面波场

（ＣＳＰＳＷＦ）的准确性。

２　非傍轴高斯光束电磁场

２．１　犔犪狓级数电磁场和 犠犲狀犻犵犲狉变换电磁场

采用的高斯激光束沿狓方向偏振，沿狕方向传播，其电磁场的矢势犃可以表示为

犃＝狓^犃０ψ（狓，狔，狕）ｅｘｐ（ｉη）， （１）

式中犃０ 为振幅，η＝ω狋－犽狕。矢势满足波动方程


２犃－

１

犮２

２犃

狋
２ ＝０． （２）

将（１）式代入（２）式，得到


２

ψ－２ｉ犽
ψ
狕
＝０． （３）

为了计算方便，定义新的参数：狓＝ξ狑０，狔＝υ狑０，狕＝ζ狕ｒ，其中狑０为光束束腰半径，瑞利长度狕ｒ＝犽狑
２
０／２。

因此，（３）式可以转化为


２
⊥ψ－４ｉ

ψ
ζ
＋ε

２
２

ψ
ζ

２ ＝０， （４）

式中 
２
⊥＝

２／ξ
２
＋

２／υ
２，衍射角ε＝狑０／狕ｒ。由于ε

２ 很小，ψ可以按ε的偶次幂展开
［９］

ψ＝∑
∞

狀＝０

ε
２狀

ψ２狀． （５）

将（５）式代入（４）式可得


２
⊥ψ０－４ｉ

ψ０

ζ
＝０， （６）


２
⊥ψ２狀＋２－４ｉ

ψ２狀＋２

ζ
＋

２

ψ２狀

ζ
２ ＝０，　狀≥０ （７）

（６）式为傍轴方程，其解为

ψ０ ＝犳ｅｘｐ（－犳ρ
２）， （８）

式中犳＝ｉ／（ζ＋ｉ），ρ
２
＝ξ

２
＋υ

２。为了求解高阶修正项ψ２ｎ，采用Ｄａｖｉｓ
［１０］的方法。考虑一个从原点出发沿ｚ

方向传播的球面波。该球面波包含一个指数项

ｅｘｐ［－ｉ犽（狕
２
＋狉

２）１／２］＝ｅｘｐ［－ｉ犽狕－ｉ（狕狉／狕）ρ
２］∑

∞

狀＝０

ε
２狀犪２狀（ρ，狕ｒ／狕）， （９）

当狕狕ｒ，条件犳→ｉ狕ｒ／狕成立，可以得到

ψ２狀 ＝ ［犆２狀（犳）＋犪２狀（ρ，犳）］ψ０， （１０）

将（１０）式代入（７）式，经过计算可以得到系数犆２狀。也可以采用一种简单的递推方法
［２］

ψ２狀 ＝犇２狀ψ０， （１１）

式中犇２狀 ＝犪２狀（ρ，犳）＋（狀＋１）犳犇２狀－２／４，犇０＝１，其中犪２狀（ρ，犳）可以通过（９）式求得。因此，可以求解任意高

阶修正项，如

ψ２ ＝
犳
２
－
犳
３

ρ
４

（ ）４ ψ０， （１２）

ψ４ ＝
３犳

２

８
－
３犳

４

ρ
４

１６
－
犳
５

ρ
６

８
＋
犳
６

ρ
８

（ ）３２ ψ０， （１３）

ψ６ ＝
３犳

３

８
－
３犳

５

ρ
４

１６
－
犳
６

ρ
６

８
－
３犳

７

ρ
８

６４
＋
犳
８

ρ
１０

３２
－
犳
９

ρ
１２

（ ）３８４ ψ０…． （１４）

得到矢势后，利用洛仑兹条件，可以得到标量势＝ｉ犃／犽。将犃和代入麦克斯韦方程组犈＝－ｉ犽犃－

和犅＝ ×犃，可以获得非傍轴高斯光束电磁场解析解
［１３，１４］
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犈狓 ＝－ｉ犈ψ０∑
犿

狀＝０

ε
２狀犈狓狀（犳，ρ，ξ）， （１５）

犈狔 ＝－ｉ犈ψ０ξυ∑
犿

狀＝０

ε
２狀犈狔狀（犳，ρ）， （１６）

犈狕 ＝犈ψ０ξ∑
犿

狀＝０

ε
２狀＋１犈狕狀（犳，ρ）， （１７）

犅狓 ＝０， （１８）

犅狔 ＝－ｉ犈ψ０∑
犿

狀＝０

ε
２狀犅狔狀（犳，ρ）， （１９）

犅狕 ＝犈ψ０∑
犿

狀＝０

ε
２狀＋１犅狕狀（犳，ρ）， （２０）

式中犿 ≥０，犈＝犈０ｅｘｐｉ（ω狋－犽狕＋０［ ］），犈０ ＝犽犃０，０ 为常相位。

之前的工作［１３，１４］已经得到：随着衍射角ε的增大，Ｌａｘ级数场的收敛性会变得越来越差 ，也就是说当ε

比较大时Ｌａｘ级数场具有很强的发散性。为了克服Ｌａｘ级数场的发散性，使用 Ｗｅｎｉｇｅｒ变换方法对Ｌａｘ级

数解进行处理。以电场狓方向分量为例，

犈狓 ＝－ｉ犈ψ０
∑
狀

犼＝０
（）狀犼 （１＋犼）狀－１

狊犼
ε
２（犼＋１）犈狓犼＋１

∑
狀

犼＝０
（）狀犼 （１＋犼）狀－１

１

ε
２（犼＋１）犈狓犼＋１

， （２１）

式中狊犼 ＝∑
犼

犾＝０

ε
２犾犈狓犾（犳，ρ，ξ）。其他分量可以通过相同的办法得到。

２．２　复源点球面波电磁场

球面波和Ｌａｘ级数场之间存在密切的关系，利用复源点球面波方法
［１８］同样可以处理非傍轴场的求解问

题［１９］。取矢势为

犃＝狓^犃０
ｅｘｐ（－ｉ犽犚ｃ）

犚ｃ
， （２２）

式中犚ｃ＝ 狉２＋（狕＋ｉ狕ｒ）槡
２。利用（２２）式，同样可以得到非傍轴高斯光束电磁场解析解

犈狓 ＝－ｉ犈
ｅｘｐ（－ｉ犽犚ｃ）

犚ｃ
＋
ｉ犈

犽２
ｅｘｐ（－ｉ犽犚ｃ）

ｉ犽

犚２ｃ
＋
１＋犽

２狓２

犚３ｃ
－
３ｉ犽狓２

犚４ｃ
－
３狓２

犚（ ）５
ｃ

， （２３）

犈狔 ＝
ｉ犈

犽２
狓狔ｅｘｐ（－ｉ犽犚ｃ）

犽２

犚３ｃ
－
３ｉ犽

犚４ｃ
－
３

犚（ ）５
ｃ

， （２４）

犈狕 ＝
ｉ犈

犽２
狓（狕＋ｉ狕ｒ）ｅｘｐ（－ｉ犽犚ｃ）

犽２

犚３ｃ
－
３ｉ犽

犚４ｃ
－
３

犚（ ）５
ｃ

， （２５）

犅狔 ＝－犈（狕＋ｉ狕ｒ）ｅｘｐ（－ｉ犽犚ｃ）
ｉ犽

犚２ｃ
＋
１

犚（ ）３
ｃ

， （２６）

犅狕 ＝－犈狔ｅｘｐ（－ｉ犽犚ｃ）
ｉ犽

犚２ｃ
＋
１

犚（ ）３
ｃ

， （２７）

式中犈＝ｉ犈０狕ｒｅｘｐ（－犽狕ｒ）。在采用复源点球面波方法求解电磁场过程中，可以看到存在一个的缺点，就是在

狉＝±ｉ（狕＋ｉ狕ｒ）的位置犚ｃ＝０，此时场的所有分量都将是发散的。

３　结果与讨论

为验证 Ｗｅｎｉｇｅｒ变换场和复源点球面波场的准确性和适用范围，通过平面波谱法
［１９，２０］引入了非傍轴高

斯光束电磁场的数值解

犈＝
ｉ犈０
２π犽

２∫
∞

－∞
∫
∞

－∞

犵（犽狓，犽狔）犉（犽狓，犽狔）ｅｘｐ［ｉ（犽狓狓＋犽狔狔＋犽狕狕）］ｄ犽狓ｄ犽狔， （２８）
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犅＝
ｉ犈０
２π犽∫

∞

－∞
∫
∞

－∞

犿（犽狓，犽狔）犉（犽狓，犽狔）ｅｘｐ［ｉ（犽狓狓＋犽狔狔＋犽狕狕）］ｄ犽狓ｄ犽狔， （２９）

式中犉（犽狓，犽狔）＝
１

２π∫
∞

－∞
∫
∞

－∞

ψ（狓，狔，０）ｅｘｐ［－ｉ（犽狓狓＋犽狔狔）］ｄ狓ｄ狔，　犵（犽狓，犽狔）＝狓^（犽
２
－犽

２
狓）－狔^犽狓犽狔－狕^犽狓犽狕，

犿（犽狓，犽狔）＝狔^犽狕－狕^犽狔。

只要给出在狕＝０平面边界值ψ（狓，狔，０），可由（２８）和（２９）式得到麦克斯韦方程的精确解。通常把高斯

型函数ｅｘｐ（－ρ
２）选作边界值，然而，根据Ｌａｘ级数理论，对于非傍轴高斯光束，必须引入高阶修正项。因

此，根据（５）式，定义边界场为

ψ（狓，狔，０）＝∑
犿

狀＝０

ε
２狀

ψ２狀（狓，狔，０），　犿≥０ （３０）

当光束束腰半径为波长量级时，犿＝４足够获得精确的边界场
［１３，１４］。

图１给出了在不同聚焦尺寸下，Ｗｅｎｉｇｅｒ变换场和复源点球面波场分量。可以明显地看到，当束腰半径

狑０＝３λ时，Ｗｅｎｉｇｅｒ变换场和复源点球面波场都与数值场（ＮＦ）吻合。当束腰半径减小到狑０＝０．８λ时，

Ｗｅｎｉｇｅｒ变换依然准确，而复源点球面波场与数值场出现明显偏差。对于超紧聚焦情况，狑０＝０．４λ，Ｗｅｎｉｇｅｒ

变换场也不再准确。

图２给出了 Ｗｅｎｉｇｅｒ变换场和复源点球面波场与数值场的相对误差随束腰半径的变化。图中实线代表

Ｗｅｎｉｇｅｒ变换场的相对误差曲线，短划线代表复源点球面波场的相对误差曲线。可以明显看出，对于电场狓

方向分量，当束腰半径狑０＞０．４λ时，Ｗｅｎｉｇｅｒ变换场与数值场的相对误差小于１％；当束腰半径狑０＞１．５７λ

时，复源点球面波场与数值场的相对误差小于１％。对于电场狕方向分量，当束腰半径狑０＞０．６λ时，

Ｗｅｎｉｇｅｒ变换场与数值场的相对误差小于１％；当束腰半径狑０＞２．２３λ时，复源点球面波场与数值场的相对

误差小于１％。因此，Ｗｅｎｉｇｅｒ变换场的适用范围比复源点球面波场更大。

图１ 对于不同束腰半径，在狔＝０，狕＝狕ｒ处，

电场分量随ξ的变化曲线

Ｆｉｇ．１ Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｅｌｅｃｔｒｉｃｆｉｅｌｄｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｗｉｔｈ

ξａｔｔｈｅｓｉｔｅｏｆ（狔，狕）＝（０，狕ｒ）ｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ狑０

图２ （狑０，０，狕ｒ）处电场分量相对误差随束腰

半径的变化

Ｆｉｇ．２ Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅｅｌｅｃｔｒｉｃ

ｆｉｅｌｄｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｗｉｔｈ狑０ａｔ（狑０，０，狕ｒ）

４　结　　论

利用 Ｗｅｎｉｇｅｒ变换方法消除Ｌａｘ级数场的发散性，并获得了收敛的 Ｗｅｎｉｇｅｒ变换场；利用平面波谱法

求解的电磁场数值解研究了 Ｗｅｎｉｇｅｒ变换场和复源点球面波场的适用范围。结果显示，当狑０＞２．２３λ时，

Ｗｅｎｉｇｅｒ变换场和复源点球面波场都是准确的；而当光束聚焦到更小尺寸时，即当２．２３λ＞狑０＞０．６λ，

Ｗｅｎｉｇｅｒ变换场更为准确。
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