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水平大气通道的光波前倾斜功率谱的测量
及其频率分析
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摘要　在自适应光学系统设计和搭建过程中，一个关键的设计考虑因素就是倾斜镜的带宽，即Ｔｙｌｅｒ频率。提出了

一种根据实测的湍流整体倾斜功率谱直接计算Ｔｙｌｅｒ频率的方法。首先利用ＳｈａｃｋＨａｒｔｍａｎｎ波前探测器，测量了

水平湍流倾斜像差的功率谱，然后以一个衍射角为截止均方根残差，确定出Ｔｙｌｅｒ频率。在实验所处的湍流条件

下，水平湍流倾斜功率谱在高频部分与频率的－２次方成正比，与理论预言的－１１／３次方成正比存在差异。还获

得了Ｔｙｌｅｒ频率的昼夜变化规律：在夜晚和清晨，水平湍流的Ｔｙｌｅｒ频率变化缓慢，在实验所处的湍流条件下其值

一般小于４Ｈｚ；在白天波动剧烈，实验测得其值最大可达到约２０Ｈｚ。因此，对处于该湍流条件下的自适应光学系

统，其倾斜镜的带宽需达到２０Ｈｚ以上。
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１　引　　言

湍流大气对光波的波前扰动，是激光通信、激光测距、激光能量传输等系统所必须考虑的问题。自适应

０２０１０１１
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光学技术提供了实时探测和校正动态光学畸变的手段，并在天文及视网膜成像中获得了广泛的应用［１～４］。

当光束经过水平大气传播时，湍流引起的光学波前畸变更加严重。由于在这种畸变中倾斜像差所占的比例

约为８７％
［５］，占了总畸变量的大部分，所以实际的自适应光学系统都采用一面快速倾斜镜来单独校正倾斜

像差［６］，然后再利用波面校正器（如变形镜［７］或液晶空间光调制器［８～１１］等）来校正其他的高阶像差。这样既

可以降低波面校正器的动态范围，提高高阶像差的校正精度，又由于单独采用了倾斜镜来校正倾斜像差，也

提高了倾斜像差的校正精度。

在设计和构建倾斜校正子系统时，需要知道校正倾斜畸变所需要的系统带宽。然而关于系统带宽问题

的讨论绝大多数文章都只是理论分析［１２～１４］，而实际测量的报道却很少。最著名的理论分析之一是Ｇ．Ａ．

Ｔｙｌｅｒ
［１４］根据Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ理论，通过倾斜功率谱分析得出了校正倾斜像差所需要的系统带宽（Ｔｙｌｅｒ频率）。

然而实践表明，真实大气湍流的功率谱与Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ理论计算出的功率谱在很多情况下都不一致
［１５］，因此

不能够直接利用Ｔｙｌｅｒ的理论公式进行倾斜带宽的计算，而需要通过实验测量，确定出倾斜校正所需要的系

统带宽。对于水平湍流倾斜带宽测量的问题，有少量文献报道［７，１６，１７］，水平湍流所需倾斜带宽的昼夜变化规

律则还未见有文献报道。

本文从理论和实验两个方面详细阐述了倾斜像差校正的带宽问题。为了确定倾斜校正所需要的带宽，

首先测量和分析了水平湍流波前的时间功率谱，其次根据实测的时间功率谱曲线得到校正残差与带宽的关

系曲线。然后以一个衍射角为截止均方根残差，确定出倾斜镜的带宽（本文把使用这种方法所测量得到的带

宽叫作Ｔｙｌｅｒ频率）。同时，还获得了Ｔｙｌｅｒ频率的昼夜变化规律。最后对获得的Ｔｙｌｅｒ频率进行了可靠性

检验。本文所提到的功率谱指时间功率谱。

２　倾斜湍流的功率谱及Ｔｙｌｅｒ频率理论分析

２．１　倾斜功率谱分析

对于畸变波前的总体倾斜（也称为犌倾斜），是指在有效的口径范围内波前梯度的平均值，对于圆口径，

其定义［９］为

犜θ（狋）＝
１

犽犃
犃

（狉，狋）ｄ
２狉， （１）

式中犃为孔径的面积，犽＝２π／λ为波数，（狉，狋）为波前相位梯度，犜θ（狋）为倾斜面的法线与光轴的夹角，狉

为归一化半径，变化区间为［０，１］。在进行实际测量的时候，用倾斜波面的空间均方根值（ＲＭＳ）来表示倾斜

绝对值的大小

犜ＲＭＳ（狋）＝ｓｉｇｎ［犜θ（狋）］
犃

［犚·犜θ（狋）狉］
２ｄ２｛ ｝狉

１／２

， （２）

式中犚为孔径的半径，ｓｉｇｎ［犜θ（狋）］表示取与犜θ（狋）相同的正负号。倾斜的自相关函数为

犆（τ）＝ 〈犜（狋１）犜（狋２）〉， （３）

式中τ＝狋１－狋２，犜（·）表示犜θ（狋）或者犜ＲＭＳ（狋），根据需要进行选择。则功率谱为自相关函数的傅里叶变换，即

Φ（犳）＝∫ｄτ犆（τ）ｅｘｐ（－２πｉ犳τ）． （４）

　　根据Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ理论，Ｇ．Ａ．Ｔｙｌｅｒ从理论上分析出了倾斜功率谱的形式为
［９］

１

２
Φ（犳）＝０．１５５１犇

－１／３
犳
－８／３

∫
犔

０

犆２狀（狕）犞
５／３犉（犳·犇／犞）ｄ狕， （５）

式中

犉（狔）＝∫
１

０

ｄ狓
狓５

／３

１－狓槡
２
Ｊ２２（π狔／狓）， （６）

犇为孔径的直径，犞 为横向风速，犆２狀（狕）为在狕处的折射率结构函数，Ｊ２（·）表示二阶贝塞耳函数。（５）式等号

左边的１／２表示只取一个方向的倾斜功率谱。（５）式在低频的形式为

０２０１０１２
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１

２
Φ（犳）＝０．８０４犳

－２／３

∫
犔

０

犆２狀（狕）犞
－１／３ｄ狕， （７）

在高频的形式为

１

２
Φ（犳）＝０．０１１０犇

－３
犳
－１１／３

∫
犔

０

犆２狀（狕）犞
８／３ｄ狕， （８）

由此可以看出，倾斜功率谱在低频段与频率的－２／３次方成正比，在高频段与频率的－１１／３次方成正比。

图１ 倾斜角时间均方根残差为一个衍射角时的倾斜波

面，其波面位相ＲＭＳ的时间均方根残差为π／２ｒａｄ

　　　　　　　　（相位单位）

Ｆｉｇ．１ Ｔｅｍｐｏｒａｌｓｑｕａｒｅｒｏｏｔｏｆｔｈｅｐｈａｓｅ ＲＭＳｏｆａ

ｗａｖｅｆｒｏｎｔｉｓπ／２ｒａｄｉａｎ，ｗｈｉｌｅｔｅｍｐｏｒａｌｓｑｕａｒｅ

ｒｏｏｔｏｆｔｈｅｔｉｌｔａｎｇｌｅｉｓａｕｎｉｔｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎａｎｇｌｅ

２．２　犜狔犾犲狉频率的确定

对于自适应系统，利用闭环传递函数

犎（犳）＝１／（１＋ｉ犳／犳３ｄＢ）， （９）

式中犳３ｄＢ表示３ｄＢ特征频率，则单轴的倾斜时间均方根

残差为

σ
２
＝∫ｄ犳

１

２
Φ（犳［ ］） １－犎（犳）

２， （１０）

把（５）式代入到（１０）式，当犳３ｄＢ比较大时可以得到

σ
２
＝ （犳Ｔ／犳３ｄＢ）

２／（λ／犇）
２， （１１）

式中

犳犜 ＝０．３３１犇
－１／６
λ
－１

∫
犔

０

ｄ狕犆２狀（狕）犞［ ］２
１／２

， （１２）

犳Ｔ 是Ｔｙｌｅｒ频率。由（１１）式可知，当犳３ｄＢ＝犳Ｔ 时，σ为一

个衍射角λ／犇。如果用倾斜波面的ＲＭＳ值表示，则倾斜

均方根残差σＲＭＳ等于π／２ｒａｄ（相位单位），如图１所示。

在实验中人们发现，倾斜功率谱与理论预言的在低频段与频率的－２／３次方成正比以及在高频段与频率的

－１１／３次方成正比与实验事实不相符合
［１０］。因此Ｔｙｌｅｒ频率就不能直接通过（１２）式进行计算，而必须首先通

过实际测量得到倾斜功率谱，然后由（１０）式计算出均方根残差与控制带宽的关系曲线，最后以π／２ｒａｄ（相位单

位）作为截止倾斜均方根残差确定出Ｔｙｌｅｒ频率。

图２ 水平湍流测量实验装置

Ｆｉｇ．２ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｅｔｕｐｆｏｒｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓｏｆｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ

３　５００ｍ水平湍流实验

３．１　实验装置和参数

在相距约５００ｍ的两个房间中进行光的发射和波面的接收探测实验，具体实验装置如图２所示。在发

射端，用光纤束和一个离轴反射镜来模拟无限远发光的物体。光源为氙灯，离轴反射镜的口径２３５ｍｍ，焦

距５００ｍｍ，光纤束的直径１ｍｍ，把光纤束放在离轴反射镜的焦点内侧附近。接收端的牛顿式望远镜口径

４０６ｍｍ，焦距１８２９ｍｍ。用ＳｈａｃｋＨａｒｔｍａｎｎ波前探测器（ＳＨＷＦＳ）
［１８］探测波前畸变，其微透镜平面与望远

镜主镜共轭。ＳＨＷＦＳ口径３ｍｍ，其微透镜数为４１５个，微透镜直径１５７．５μｍ，焦距３ｍｍ成六角排列。

ＳＨＷＦＳ的ＣＣＤ像素数为１２８ｐｉｘｅｌ×１２８ｐｉｘｅｌ，像素尺寸２４μｍ。实验中，曝光时间取２ｍｓ（采样频率

５００Ｈｚ）。在５００ｍ的路径上，主要为草皮和沥青路面，光传输路径距离地面约１２～１５ｍ。

０２０１０１３
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３．２　倾斜功率谱分析

选择一个晴朗的、大气透过率高的时候进行实验。以５００Ｈｚ的采样频率，连续采样１００００个湍流波面

相位数据作为一个数据样本。由采样定理可知，有效的频率范围是０．０５～２５０Ｈｚ，对倾斜功率谱而言已经

足够。对于测量得到的湍流波面相位数据，首先由（１）式提取出每个波面的倾斜相位ＲＭＳ值，然后由（３）式

计算倾斜的协方差，最后由（４）式经过傅里叶变换后得到倾斜湍流功率谱，即利用周期图方法估计功率谱密

度（ＰＳＤ）。图３给出了在２００９年７月１８日和８月８日在长春光电子园区所测量的倾斜功率谱。从图中可

以看出，低频部分变化规律不明显，波动剧烈，这可能是由于实验平台存在低频振动，叠加在了低频部分，故

暂时不考虑低频成分。对于高频部分，随着频率的增加，倾斜功率谱急剧衰减，说明湍流波面的倾斜像差主

要是低频部分起作用。并且在高频部分，功率谱是与频率的－２次方成正比。这与（８）式预言的与频率的

－１１／３次方成正比的结论不符合。而且不同时间多次测量所得到的一致性结果更证明了这一点。

图３ ５００ｍ水平湍流倾斜功率谱

Ｆｉｇ．３ ＴｉｌｔＰＳＤｏｆｔｈｅ５００ｍｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ

３．３　犜狔犾犲狉频率的确定

把得到的功率谱连同（９）式一起代入到（１０）式，得到倾斜残差均方值与系统带宽的关系曲线如图４所示

（对应于图３）。从图中可以看出，随着系统带宽的增加，倾斜残余均方值逐渐减小。根据Ｇ．Ａ．Ｔｙｌｅｒ的定义，

当均方值σ
２ 等于π

２／４时，对应的系统带宽即为Ｔｙｌｅｒ频率。例如对于图４（ａ），对应的Ｔｙｌｅｒ频率为６．２Ｈｚ，

图４（ｂ）对应的Ｔｙｌｅｒ频率为１．３Ｈｚ。

图４ ５００ｍ水平湍流倾斜均方残差与带宽的关系

Ｆｉｇ．４ Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｔｉｌｔｓｑｕａｒｅｒｏｏｔｏｆｔｈｅ５００ｍｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅａｎｄｂａｎｄｗｉｄｔｈ

每间隔半个小时测量一个数据样本，连续测量２４ｈ，计算出每个样本的Ｔｙｌｅｒ频率，便可以获得Ｔｙｌｅｒ

频率的昼夜变化规律，如图５所示。从图中可以看出，从傍晚到清晨（１８∶００～第二天０７∶００），Ｔｙｌｅｒ频率变

化平缓，起伏区间为０～４Ｈｚ。随着地面温度的升高，Ｔｙｌｅｒ频率越来越不稳定，当达到正午时段［图５（ａ）中

为１０∶００～１４∶００；图５（ｂ）为１２∶００～１６∶００］时，Ｔｙｌｅｒ频率起伏达到最大，起伏区间约为８～２０Ｈｚ。且随着

地面温度的升高或降低，Ｔｙｌｅｒ频率的均值也相应地增加或减小。正午时段地面温度最高，故Ｔｙｌｅｒ频率的

均值达到最大值，约为１２Ｈｚ。

从上面的分析可见，水平湍流受地面温度的影响很大。这一现象可以解释如下：当地面的温度增加时，

则其上方的薄空气层也开始变暖变轻，于是开始上浮，而薄层上方的冷空气下沉，于是形成空气对流。地表
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温度越高，对流现象越强烈，则引起Ｔｙｌｅｒ频率更加剧烈波动。当达到傍晚时分，地面温度降低，对流现象也

明显减弱，故Ｔｙｌｅｒ频率的起伏也变得平缓。值得一提的是，当测得了倾斜均方残差与带宽的关系后（如图

４所示），也可以不以σ
２＝π

２／４为截止均方残差，而是以所需要的任意精度的σ
２ 值作为截止均方残差，同样

可以确定出系统在相应的精度条件下所需要的带宽值。

图５ ５００ｍ水平湍流Ｔｙｌｅｒ频率的昼夜变化情况

Ｆｉｇ．５ ＣｉｒｃａｄｉａｎｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆＴｙｌｅｒｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅ５００ｍｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ

３．４　倾斜功率谱估计与犜狔犾犲狉频率测量的可靠性检验

图６ 由功率谱计算的ＲＭＳ值与直接测量的波面

平均ＲＭＳ值

Ｆｉｇ．６ ＴｅｍｐｏｒａｌａｖｅｒａｇｅＲＭＳｓｃａｌｃｕｌａｔｅｄｆｒｏｍＰＳＤ

ａｎｄｍｅａｓｕｒｅｄｂｙＳＨＷＦＳ

如果倾斜镜不进行自适应校正，则此时系统的闭环

传递函数犎（犳）等于０。由（１０）式可知，功率谱对频率的

积分等于倾斜均方根平方的时间平均值。实验中还可以

直接由ＳＨＷＦＳ测量得每个波面的ＲＭＳ，并得出时间统

计平均值。利用两种方法所确定的ＲＭＳ在统计意义上

应该相等。所以可以通过比较两种方法所获得的ＲＭＳ

是否相等，便可以检验功率谱估计是否合理、所测的

Ｔｙｌｅｒ频率是否准确。

图６给出了由功率谱计算得到的ＲＭＳ值和直接由

ＳＨＷＦＳ所测得的波面平均ＲＭＳ值在不同测量时刻的

情况（２００９年７月１８日～１９日，长春光电子园区）。可

以看出，在误差允许的范围内两者相等。由此说明功率

谱估计是合理的，Ｔｙｌｅｒ频率的计算是准确的。

４　结　　论

通过对水平５００ｍ湍流波面的采集，分析了其倾斜功率谱，得出了倾斜功率谱在高频段与频率的－２次

方成正比的规律。并根据实际所测量得到的功率谱，以一个衍射角作为倾斜均方根截止残差，确定出了校正

倾斜所需要的带宽即Ｔｙｌｅｒ频率。获得了Ｔｙｌｅｒ频率的昼夜变化规律。它们是：从傍晚到清晨，Ｔｙｌｅｒ频率

变化平缓（在本实验所处的湍流条件下其起伏区间为０～４Ｈｚ）；随着地面温度升高，Ｔｙｌｅｒ频率越来越不稳

定，当达到正午时段时，起伏达到最大（本实验测得其起伏区间为８～２０Ｈｚ）；随着地面温度的升高或降低，

Ｔｙｌｅｒ频率的均值也相应地增加或减小。正午时段Ｔｙｌｅｒ频率的均值达到最大值（实验值约为１２Ｈｚ）。指

出了湍流大气的对流现象是引起Ｔｙｌｅｒ频率如此波动的原因。总之，通过对Ｔｙｌｅｒ频率的测量，为自适应系

统中的倾斜校正子系统的设计和搭建提供了有力的实验依据。对处于本文实验条件下的全天候工作的自适

应光学系统，其倾斜镜的带宽必须大于２０Ｈｚ。
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