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摘要　对离散分数傅里叶变换（ＤＦＲＦＴ）框架下复值信号和复值图像相位恢复问题的研究现状进行了评述。首先

讨论了基于ＧｅｒｃｈｂｅｒｇＳａｘｔｏｎ（ＧＳ）算法和ＤＦＲＦＴ级次多样性的并行和串行ＧＳ算法，并针对二维复值图像和级

次个数为３的情形进行了数值模拟。结果表明，当３个级次在关于１对称的意义下的间隔较大时，这两种算法都

相当有效；串行ＧＳ算法的整体性能优于并行ＧＳ算法。其次，针对一维复信号的情形，研究了一种基于非线性最

小二乘的算法。这种算法首先将问题转化为非线性最小二乘形式的最优化问题，然后采用 Ｍｏｒé形式的

ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ算法求解。基于一维复值信号任意两个级次的ＤＦＲＦＴ振幅，本算法都能得到相当精确的相

位；即使对振幅含有中等噪声的情况，所得结果也比较满意。
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１　引　　言

近年来，有关分数傅里叶变换（犉犚犉犜）的理论与应用吸引了很多学者的注意
［１］。犞．犖犪犿犻犪狊

［２］由经典傅

里叶变换的本征函数出发，第一次给出了该变换的原始积分形式。后来，犃．犆．犕犮犫狉犻犱犲等
［３］修正了犞．

犖犪犿犻犪狊的结果，并给出了犉犚犉犜现在通用的积分定义。当时，这些工作主要限于在量子力学中的应用与求

解偏微分方程。分数傅里叶变换受到广泛的重视与研究始于２０世纪９０年代中期犎．犕．犗狕犪犽狋犪狊等
［４～１０］的
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工作。这些工作揭示出了犉犚犉犜与光束在折射率渐变介质中的传播、光束变换，魏格纳变换和小波变换等时

频分析工具的紧密联系［１］。

分数傅里叶域内的相位恢复问题随着犉犚犉犜理论和实验的深入而得到越来越多的重视
［１１～１８］。由于分

数傅里叶变换是经典傅里叶变换在级次上的推广，因此，分数傅里叶域内相位恢复问题研究的一个直接思路

便是推广经典傅里叶域内相位恢复问题的成功算法，如犌犲狉犮犺犫犲狉犵犛犪狓狋狅狀（犌犛）算法
［１９］、混合输入输出

（犎犐犗）算法
［２０］和杨 顾（犢犌）算法

［２１］等。由于分数傅里叶变换在级次的选取上要比经典的情形丰富得多，这

就提供了利用多个级次的犉犚犉犜信息并进行恰当的组合以求解相位恢复问题的可能。另外，由于相位恢复

问题是一个典型的反问题［２２，２３］，可以转化为最优化问题求解［２４］。这也为分数傅里叶域内相位恢复问题的求

解提供了思路。

值得指出，如果实现犉犚犉犜的光学系统在级次的设定上足够灵活，相应的相位恢复问题可通过其他方法

解决。犜．犃犾犻犲狏犪等
［２５］对两个犉犚犉犜的级次比较接近的情形进行了研究，并将问题转化为求解偏微分方程。

这种方法不需要迭代，因而具有比较高的计算效率。最近，犝．犌狅狆犻狀犪狋犺犪狀等
［２６］指出，这两个级次的间隔要

在一对恰当的上界和下界之间，而这一对上、下界是与所处理的信号及光学系统的噪声特性相关的。另外，

如果能够获得在一个级次周期内足够多的犉犚犉犜振幅，那么可以通过相空间层析术的方法重构原信

号［２７，２８］。由于这两类方法对犉犚犉犜的级次有较多要求，本文不作为重点讨论。

本文简要地给出了离散分数傅里叶变换（犇犉犚犉犜）的定义，详细地讨论了分数傅里叶域中相位恢复问题

的提法。并分别针对关于一维复信号和二维复图像的相位恢复问题的研究现状进行了详细的讨论，所用到

的算法主要是并行／串行犌犛算法和基于非线性最小二乘的算法。

２　离散分数傅里叶变换与相位恢复问题

由于一般信号处理和光学信号处理涉及的往往是离散形式的信号，本文仅讨论离散形式的分数傅里叶

变换。文献中已出现了很多关于 犇犉犚犉犜的定义
［２９］。一般地，我们希望所定义的 犇犉犚犉犜满足以下性

质［２９，３０］：（犪）是酉变换；（犫）具有级次的可加性；（犮）当级次为１时，与经典离散傅里叶变换等价；（犱）当采样点

足够多时，可逼近连续犉犚犉犜。

本文采用由离散厄密 高斯函数构造的犇犉犚犉犜
［２９，３１］。研究表明，这样定义的犇犉犚犉犜满足上面的４条

性质，并得到了广泛的应用。在这种定义下，对于长度为犖 的一维离散信号，级次为犪 的犇犉犚犉犜的变换矩

阵犓定义为

犓犪狆，犿 ＝ ∑
犖

犽＝０，犽≠［犖－１＋（犖）２
］

狌犽（狆）ｅｘｐ（－ｉπ犽犪／２）狌犽（犿），狆，犿＝０，１，…，犖－１ （１）

式中，（犖）２＝犖 ｍｏｄ２；狌犽 为犽次离散厄密 高斯函数［３０］。对于尺寸为犖×犖 的数字图像犳０（犿，狀），其级次

为犪的ＤＦＲＦＴ定义为
［３２］

犳犪（狆，狇）＝ ∑
犖－１

犿，狀＝０

犓犪狆，犿犓
犪
狇，狀犳０（犿，狀），狆，狇＝０，１，…，犖－１ （２）

文献［３３］及所引文献较全面地讨论了ＦＲＦＴ的数值计算问题。文献［３４］提供了计算一维 ＤＦＲＦＴ的

Ｍａｔｌａｂ程序Ｄｉｓｆｒｆｔ，二维的程序可在此基础上扩充而得到。

为了后面讨论的方便，这里以二维情形为例，首先明确分数傅里叶域内相位恢复问题的提法。对于复图

像犳０（犿，狀）及其级次为犪的ＤＦＲＦＴ犳犪（狆，狇），可将其改写为振幅和复指数乘积的形式

犳０（犿，狀）＝犵０（犿，狀）ｅｘｐ［ｉφ０（犿，狀）］，　犳犪（狆，狇）＝犵犪（狆，狇）ｅｘｐ［ｉφ犪（狆，狇）］， （３）

式中犵０（犿，狀），犵犪（狆，狇）和φ０（犿，狀），φ犪（狆，狇）分别为像素点（狆，狇）的振幅和相位。在不失准确的前提下，将

略去犿，狀，狆，狇等指标。本文研究的相位恢复问题是当给定犵犪
犼
（犼＝０，１，…，犕）时，如何重构φ犪０。犕 为正整

数，犪０＝０，０＜犪犼＜２，并默认犪犼－１＜犪犼（犼＝１，２，…，犕）。将级次限定在０与２之间是考虑到对函数做两次傅

里叶变换仅将函数的变量变号（狓→ －狓）。为了叙述的方便，在不引起混淆的情况下，本文将用级次组｛犪０，

犪１，…，犪犕｝简单地代替上述问题。

上述问题的一个变形是犳０（犿，狀）为实值图像，称为图像恢复。为了保证解的唯一性，并加速迭代过程
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的收敛，一般给定犳０ 的支集犛＝｛（犿，狀）狘犵０（犿，狀）≠０｝。在天文图像处理和衍射成像的研究中，支集犛

经常是容易得到的。在这种情形下，图像恢复问题可表述为给定犛和犵犪
犼
（犼＝１，…，犕），如何重构犳０。一维

的情形是该问题的特例，这里不再单独列出。本文将主要讨论分数傅里叶域中复值信号和复值图像的相位

恢复问题，关于实值图像的研究，见文献［１６］。

ＹＧ算法是相位恢复中的著名算法
［３５］，对于酉变换，ＹＧ算法与ＧＳ算法是等价的；对于非酉变换，Ｙ

Ｇ算法的效果要优于ＧＳ算法。ＹＧ算法应用于分数傅里叶域中一维复值信号相位恢复问题的研究，取得

了优于ＧＳ算法的良好效果
［１２］。这项研究所用的ＤＦＲＦＴ是结合ＦＲＦＴ的光学实现得到的，由于实际光学

系统中光瞳尺寸的有限性，这样得到的ＤＦＲＦＴ是非酉变换。因此，在这种情况下，ＹＧ算法的效果要比ＧＳ

算法好，且非酉性越强，ＹＧ算法的优势越明显。另外，文献［１３］通过将连续ＦＲＦＴ直接离散化得到了一种

ＤＦＲＦＴ，并利用这种ＤＦＲＦＴ的性质构造了一种求解相位恢复问题的迭代算法并在一维复值信号的情况下

图１ 串行ＧＳ算法的流程图

Ｆｉｇ．１ ＦｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｓｅｒｉａｌＧＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ

得到了很好的结果。但是，这样定义的离散ＦＲＦＴ并不

能满足ＤＦＲＦＴ的性质（ａ）和（ｂ）。

３　分数傅里叶域中相位恢复问题的研究

现状

３．１　一维复值信号的相位恢复

ＧＳ算法在传统傅里叶域中的应用是为人所熟知

的，在算法的执行中，只需将傅里叶变换用分数傅里叶变

换犉犪（犪为ＦＲＦＴ的级次）代替，将逆傅里叶变换用犉－犪

代替，即可得到分数傅里叶域中的 ＧＳ算法
［１１］。文献

［１１］表明，当级次较大时，该算法能很好地收敛；当级次

比较小，特别是低于０．１３时，算法变得不稳定。文献

［１４］的结果表明，当级次越大（０与１之间的级次），重构

相位的精度越高，噪声的影响也不明显；当级次较小时，

重构相位的精度越差，噪声的影响也比较显著。

为克服这些问题，文献［１５］提出用复值信号多个级

次ＤＦＲＦＴ的振幅来求解相位恢复问题，基本思路是将

多个基本ＧＳ算法的执行过程在多个级次间串联起来，

算法流程图如图１所示。本文把这种算法称为串行ＧＳ

算法。文献［１５］尝试了两种级次的取值方案

Ａ：犪犼 ＝０．２（犼－１），

Ｂ：犪犼 ＝２（犼－１）／犖，犼＝１，２，…，犖 （４）

式中犖 为２到８之间的整数。通过一个人工构造的一维复值信号，并对信号ＤＦＲＦＴ的幅值添加均值为０

的白噪声，文献［１５］进行了大量的数值模拟，得到结论

ａ）级次数越多，越有利于相位的精确重构；但当超过一定数目（一般为１０）后，这种效果就不再明显；在

级次数相等的情况下，级次间的间隔越大，越有利于相位的精确重构。

ｂ）当噪声较小时，重构相位的精度对级次数目的依赖性比较强；当噪声较大时，这种依赖性不再明显。

研究表明，在ＧＳ算法的基本框架下，给定原信号的振幅和它某一级次（在０与２之间取值）ＤＦＲＦＴ的

振幅，并不总能精确地重构相位，特别是当级次靠近０或２时。但是，在ＧＳ算法的基本框架之外，非线性最

小二乘方法能够使得对所有级次均能较精确地重构出相位［３６］。

将信号狊０ 和它级次为犪的ＤＦＲＦＴ分别为

狊０［狀］＝犵０［狀］ｅｘｐ（ｉφ０［狀］），

狊犪［犿］＝犵犪［犿］ｅｘｐ（ｉφ犪［犿］），狀，犿＝０，１，…，犖－１ （５）
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假定φ
犽
０ ∈犚

犖 是对φ０ 的一个估计（犽≥０为整数，表示迭代次数），构造对狊０和狊犪的估计

狊犽０ ＝狊０ｅｘｐ（ｉφ
犽
０），

狊犽犪 ＝犓
犪狊犽０ （６）

定义向量函数

狉（φ
犽
０）＝犵

犽
犪－犵犪， （７）

式中犵
犽
犪 ＝狘狊

犽
犪狘。这样，相位恢复问题可以转化为非线性最小二乘问题

ｍｉｎφ犽０∈犚
犖犳（φ

犽
０）≡狉

犽′狉犽／２＝∑
犖

犿＝０

（狉犽［犿］）２／２， （８）

式中狉犽 ≡狉（φ０
犽）。对于这类典型的非线性最小二乘问题，已有不少公认的优秀算法，如ＧａｕｓｓＮｅｗｔｏｎ算法和

ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ（ＬＭ）算法。这里采用Ｍｏｒé形式的ＬＭ算法。简要地说，ＬＭ算法是通过解方程

（犑犽′犑犽＋μ犽犐）Δφ
犽
０ ＝－犑

犽′狉犽， （９）

更新φ
犽
０ 为

φ
犽＋１
０ ＝φ

犽
０＋Δφ

犽
０， （１０）

式中犑犽 为目标函数对于φ
犽
０ 的雅克比矩阵，μ犽≥０为ＬＭ参数，犐为犖×犖 的单位矩阵

［３７，３８］。其中雅克比矩

阵元的表达式为［３６］

犑犽狆，狇 ≡狉
犽［狆］／φ

犽
０［狇］＝犵

犽
犪［狆］／φ

犽
０［狇］＝－Ｉｍ 犓

犪
狆，狇ｅｘｐ（－ｉφ

犽
犪［狆］）狊

犽
０［狇［ ］］． （１１）

式中Ｉｍ［．］表示取复数的虚部。

文献［３６］对文献［１２］中构造的７个一维复信号和其他更多的信号进行了数值模拟，包括信号振幅含有

高斯噪声的情况，结果表明，这种方法是极其有效的。图２给出了该算法对于复值信号

犺（狓）＝
（１＋狓）ｅｘｐ（ｉ狓） 狘狓狘≤０．８｛ ０ ｏｔｈｅｒｓ

（１２）

的结果以及与ＧＳ算法所得结果的比较。图２中误差的计算采用

犈犽 ＝１／狘犛狘∑
狀∈犛

狘φ
犽
０［狀］－φ０［狀］－犮犽狘， （１３）

式中犛＝ ｛狀狘犵犪［狀］≠０｝为原信号的支集，｜犛｜为犛的元素数，

犮犽 ＝１／狘犛狘∑
狀∈犛

（φ
犽
０［狀］－φ０［狀］）． （１４）

图２ 基于最小二乘的算法（方块）与ＧＳ算法（圆圈，３０００次迭代）的比较。（ａ）信号振幅不含噪声的情况；

（ｂ）信号振幅含高斯噪声的情况

Ｆｉｇ．２ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｍｅｔｈｏｄ（ｓｑｕａｒｅｓ）ａｎｄｔｈｅＧＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ｃｉｒｃｌｅｓ，３０００ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ）．

（ａ）ｎｏｉｓｅｆｒｅｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ；（ｂ）ｎｏｉｓｙａｍｐｌｉｔｕｄｅｓｃｏｎｔａｍｉｎａｔｅｄｂｙＧａｕｓｓｉａｎｎｏｉｓｅ

在式（１３）中扣除犮犽 是为了消除相位分布因附加一个常数而带来的不确定性。图２（ａ）为振幅不含噪声时的

结果。显然，对于满足７／２０≤犪≤３３／２０的级次，ＧＳ算法能够得到相当精确的行为（３０００次迭代后的误差

为１０－２～１０
－１５的数量级），但对其他级次的效果则很差（３０００次迭代后的误差也仅为１０－１的数量级）。而基

于最小二乘的算法则对所有级次都能够得到相当精确的结果（误差为１０－２～１０
－６，ＬＭ 算法采用 Ｍａｔｌａｂ子

函数犾狊狇狀狅狀犾犻狀默认的停止准则，这个准则是相当保守的）。图２（ｂ）是振幅含有均值为０和标准方差为１０
－３

的高斯噪声时的结果，从中可以得到类似的结论。
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图３ 并行ＧＳ算法的流程图

Ｆｉｇ．３ ＦｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｐａｒａｌｌｅｌＧＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ

３．２　二维复值图像的相位恢复

并行ＧＳ算法的具体方法是将多个ＧＳ基本

算法并行地实施，图３以两个级次的情况为例给出

了这种并行ＧＳ算法的流程图
［１６］。对于级次更多

的情况，除了对每个级次都执行基本ＧＳ算法外，

主要的步骤是更新相位

φ
犽＋１
０ ＝ （φ

犽＋１
０，１ ＋φ

犽＋１
０，２ ＋…＋φ

犽＋１
０，犕）／犕． （１５）

　　用图４中的图像构造用于数值模拟的复图像。

该图像取自 Ｍａｔｌａｂ文件，其尺寸为６４×６４。构造

尺寸为１２８×１２８的矩阵犵０，其中央的６４×６４子阵

的像素值均为１，其余处像素值均为零。通过线性

变换将图１中图像的像素值变换至区间［－１，１］

（最大像素值对应于１，最小像素值对应与－１），并

将其嵌入矩阵犵０ 的中央６４×６４部分，记所得矩阵

为φ０。使用犵０ 和φ０ 构造复图像犳０＝犵０ｅｘｐ（ｉφ０），

其支集犛＝ ｛（犿，狀）｜３３≤犿，狀≤９６｝。

仿照（１３）和（１４）式，定义刻画重构相位精度的

误差

Δ犽 ＝１／狘犛狘 ∑
（犿，狀）∈犛

狘φ
犽
０（犿，狀）－φ０（犿，狀）－犱犽狘，

（１６）

式中

犱犽 ＝１／狘犛狘 ∑
（犿，狀）∈犛

φ
犽
０（犿，狀）－φ０（犿，狀［ ］）． （１７）

图４ 用于构造复图像的实图像

Ｆｉｇ．４ Ｒｅａｌｉｍａｇｅｆｏｒｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

ｏｆｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘｉｍａｇｅ

图５ 经典ＧＳ算法对于问题

｛０，犪｝（犪∈１／２０∶１／２０∶３９／２０）所得到的结果

Ｆｉｇ．５ ＲｅｓｕｌｔｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌＧＳａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒ

ｐｒｏｂｌｅｍｓ（０，犪）（犪∈１／２０∶１／２０∶３９／２０）

　　首先考察经典ＧＳ算法的效果。使用 Ｍａｔｌａｂ中的符号，把ＤＦＲＦＴ级次的区间 （０，２）离散为１／２０∶

１／２０∶３９／２０。图５给出了与这些级次对应的迭代２００次、４００次、８００次、１２００次和２０００次后重构相位的误

差。可以发现：１）对于较多的级次，用ＧＳ算法迭代２０００次或更少的次数便可以得到相当精确的结果，个

别情形的Δ犽 可达１０
－１５。２）定量的结果表明，对于级次犪∈｛１／２０∶１／２０∶４／２０，３６／２０∶１／２０∶３９／２０｝，即使迭

代２０００次，所得相位的Δ犽 仍处于１０
－１的数量级；对于级次犪∈｛５／２０，１８／２０，２０／２０，２１／２０，２２／２０，

３６／２０｝，迭代２０００次，所得相位的Δ犽 也仅是处于１０
－２的数量级。

对于接近于０和２的级次，ＧＳ算法的不佳表现在文献中已有报道
［１１，１４］。但对于接近１的某些级次，

ＧＳ算法仍不能很快收敛，这是在相关文献中未见报道的。

０８１００１５



４７，０８１００１ 激光与光电子学进展 狑狑狑．狅狆狋犻犮狊犼狅狌狉狀犪犾．狀犲狋

图６与图７所示的是利用三个级次的ＤＦＲＦＴ的振幅，分别通过并行和串行ＧＳ算法得到的误差Δ犽 曲

线；各子图所利用的复图像的ＤＦＲＦＴ的振幅的级次分别为｛０，１／２０，犪｝，｛０，５／２０，犪｝，｛０，１０／２０，犪｝，｛０，

１５／２０，犪｝，｛０，２０／２０，犪｝，｛０，２５／２０，犪｝，｛０，３０／２０，犪｝，｛０，３５／２０，犪｝和｛０，３９／２０，犪｝，其中犪∈｛１／２０∶１／

２０∶３９／２０｝。在这些级次组中，除了０之外，另一个固定的级次取的是关于１对称的几个值，如｛０，１／２０，犪｝

中的１／２０与｛０，３９／２０，犪｝中的３９／２０。与图５相比，图６的６个子图中所示Δ犽 曲线对应的迭代次数分别

是其１／２，图７的６个子图中所示Δ犽 曲线对应的迭代次数分别是其２／３。这样选择迭代次数是为了在相同

的运算时间下比较这３种算法（事实上，执行一次并行和串行ＧＳ迭代所需的ＤＦＲＦＴ计算的次数是传统

ＧＳ迭代的２倍和１．５倍，而迭代中最主要的时间开销是ＤＦＲＦＴ的计算）。

图６ 并行ＧＳ算法得到的结果。（ａ）｛０，１／２０，犪｝；（ｂ）｛０，５／２０，犪｝；（ｃ）｛０，１０／２０，犪｝；（ｄ）｛０，１５／２０，犪｝；

（ｅ）｛０，２０／２０，犪｝；（ｆ）｛０，２５／２０，犪｝；（ｇ）｛０，３０／２０，犪｝；（ｈ）｛０，３５／２０，犪｝；（ｋ）｛０，３９／２０，犪｝

Ｆｉｇ．６ ＲｅｓｕｌｔｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｐａｒａｌｌｅｌＧＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ．（ａ）｛０，１／２０，犪｝；（ｂ）｛０，５／２０，犪｝；（ｃ）｛０，１０／２０，犪｝；

（ｄ）｛０，１５／２０，犪｝；（ｅ）｛０，２０／２０，犪｝；（ｆ）｛０，２５／２０，犪｝；（ｇ）｛０，３０／２０，犪｝；（ｈ）｛０，３５／２０，犪｝；（ｋ）｛０，３９／２０，犪｝

由图６和图７可得到２点结论：１）与图５相比，对大多数情况而言，增加一个级次的ＤＦＲＦＴ的振幅，能

较大地提高重构相位的精度；当３个级次的间隔较大时（一般大于５／２０），这种效果更加明显。特别指出，这

里所说的级次间的间隔是关于 １ 对称的。准确地说，对于级次 犪，犫∈ ［０，２），这里的间隔指

ｍｉｎ（｜犪－犫｜，｜犪－（２－犫）｜）。以图７（ｃ）为例，对于犪＝１９／２０，１，２１／２０，犖＝１４０时所得相位的误差即可达

到１０－１０的数量级。２）对大多数情况而言，串行ＧＳ算法的收敛速度比并行ＧＳ算法要快，适用的级次范围

也更广。通过图６（ｃ）与图７（ｃ）来说明这一点。由两个子图可以发现，串行ＧＳ算法对所有级次在迭代１０００

次之后，所得结果的误差在１０－５的数量级及以下；而并行ＧＳ算法在迭代２０００次之后，仍有相当部分级次

对应的误差在１０－５以上。
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我们还构造了更多的复图像，并用上述方法研究了这３类ＧＳ算法的执行效果，所得结果与上面的类

似。也可以考虑级次个数大于３的情形，但这时级次的组合更加繁多，不易归纳特点。

图７ 串行ＧＳ算法得到的结果。（ａ）｛０，１／２０，犪｝；（ｂ）｛０，５／２０，犪｝；（ｃ）｛０，１０／２０，犪｝；（ｄ）｛０，１５／２０，犪｝；

（ｅ）｛０，２０／２０，犪｝；（ｆ）｛０，２５／２０，犪｝；（ｇ）｛０，３０／２０，犪｝；（ｈ）｛０，３５／２０，犪｝；（ｋ）｛０，３９／２０，犪｝

Ｆｉｇ．７ ＲｅｓｕｌｔｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｓｅｒｉａｌＧＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ．（ａ）｛０，１／２０，犪｝；（ｂ）｛０，５／２０，犪｝；（ｃ）｛０，１０／２０，犪｝；

（ｄ）｛０，１５／２０，犪｝；（ｅ）｛０，２０／２０，犪｝：（ｆ）｛０，２５／２０，犪｝；（ｇ）｛０，３０／２０，犪｝；（ｈ）｛０，３５／２０，犪｝；（ｋ）｛０，３９／２０，犪｝

４　结　　论

对分数傅里叶域内复值信号和复值图像相位恢复问题的研究现状做了较详细的讨论。这方面研究的一

个重要思路是借鉴经典傅里叶域中较成功的算法，如ＧＳ算法和ＹＧ算法，有并行和串行两种实施方法。

针对二维复值图像和ＤＦＲＦＴ级次个数为３的情形，较系统地研究了这两种方法。结果表明，当３个级次在

关于１对称的意义下的间隔较大时，这两种算法能重构出相当精确的相位；串行ＧＳ算法的整体性能优于

并行ＧＳ算法。

在这类经典算法的框架之外，还讨论了一种基于非线性最小二乘的算法。这种算法首先将问题转化为最

小二乘形式的最优化问题，然后采用 Ｍｏｒé形式的ＬＭ算法求解。对于一维复值信号的情况，基于任意两个级

次的ＤＦＲＦＴ振幅，本算法能得到相当精确的相位；即使对振幅含有中等噪声的情况，所得结果也比较满意。将

这种算法推广到二维复值图像和噪声比较严重的情况是很有意义的。
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