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非子采样 Contourlet变换系数统计建模及 
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摘要  融合拉普拉斯分布及广义高斯分布模型对非子采样 Contourlet变换(NSCT)系数进行了统计建模分析。研究发

现，NSCT作为平移不变 Contourlet变换，系数在不同尺度和方向上均存在较大冗余，在广义高斯分布性等方面需

引入参数加以约束。根据建立的统计模型进行了医学图像去噪实验。结果表明，和 Contourlet及 NSCT软硬阈值去

噪等比较，该建模方法提高了噪声估计精度，增加了峰值信噪比，改善了图像视觉效果。 
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Abstract  A Laplace and generalized Gaussian mixture distribution-based method is proposed to explore the 
nonsubsampled Contourlet transform (NSCT) coefficients. The investigating result reveals that the NSCT, as a 
shift-invariant contourlet transform, obtains redundant coefficients in each scale and each direction, and its coefficients 
differ from those of Contourlet transform in aspects of general Gaussian distribution. The regularized parameters should be 
introduced to generalized Gaussian distribution model to enhance the coefficients distribution. The medical image 
denoising experimental results with comparison to similar Contourlet-based methods indicate the proposed modeling 
method improves the accuracy of noise estimation, increases the peak signal-noise ratio, and achieves better visual quality. 
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1  引    言 
    小波变换作为一种局域性时频联合的多分辨率分析工具，近年来在图像处理领域已得到广泛应用。图 

像经过小波变换之后，高频子带中的边缘、轮廓等重要信息的系数较高，而平坦、同质等区域的系数较低，

突出重要系数就能实施图像去噪、融合、分割等任务。小波对点状奇异目标函数是最优基，能以很少的重
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要系数表达这类目标，但对图像轮廓、边缘和细节纹理等典型的线状奇异函数，由一维小波张量积得到的

二维小波变换在捕获这类目标时需要更多的基函数。从系数分布来看，随着变换尺度增加，非零小波系数

中不可忽略成分逐渐增多，最终表现为难以“稀疏”表达图像高维奇异性信息[1]。对此，近年提出的Ridgelet

变换[2]、Curvelet变换[3]及Contourlet变换[4]等图像多尺度几何分析方法，通过突出基函数的时频局域性和非

线性逼近性能来处理图像中局部性的点奇异、线奇异、曲线奇异等问题。其中Contourlet变换能有效克服其

他变换的冗余性问题，被认为是一种真正意义上的二维图像稀疏表示方法。 

   Contourlet变换以分段二次连续曲线更有效地捕获轮廓，变换系数的统计特性被认为类似于小波变换系

数的统计特性，具有高峰度、长拖尾、聚集性和持续性。这些特点对基于 Contourlet 变换的图像去噪、融

合等处理具有指导意义[5]。但在实际应用中，Contourlet变换易产生划痕现象，其原因往往被归结于图像下

采样、Contourlet 基函数正则性不够高，时频局域性尚不够强等，致使存在明显的频谱混叠。对此，文献

[6]提出了非子采样 Contourlet变换(NSCT)来克服 Contourlet变换中频率混叠的本质不足，但 NSCT系数的

冗余成分明显多于 Contourlet变换。在这种情况下，NSCT变换系数的统计特点是否仍具有类似于Contourlet

变换的特点尚不清楚。本文结合拉普拉斯分布、广义高斯分布等非高斯分布混合模型对 NSCT层内系数进

行了统计建模分析，并根据建立的统计模型结合 Bayes最大后验估计对医学图像进行了去噪实验。 

2  非子采样 Contourlet变换 
NSCT通过取消子采样来克服 Contourlet变换中频率混叠的本质不足，同时保留了 Contourlet变换中的

多分辨率、多方向性、局部定位、近邻界采样和各向异性等特点。NSCT由非下采样金字塔(NSP)和非下采

样方向滤波器组(NSDFB)两个平移不变部分组成[6]，其变换由子带分解和方向变换两步骤实现，首先对图

像进行 NSP多尺度分解以捕获奇异点，NSP由两通道非下采样滤波器组(NSFB)对低频部分迭代滤波构成，

下一级 NSFB由上一级 NSFB进行 2×2行列升采样构成。如图 1(a)所示， 0y 为分解所得低频部分， 1 2 3, ,y y y

为分解所得各高频部分。对于 2^ 2^ 2^
1 2[ , ]=j j jz z z ( ^为取幂符号)，对应的 k级 NSP的等价滤波器可描述为 
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(1)式意味着，原始图像经过一层分解之后，其中的低频图像并未进行下采样，而是对非下采样双通道滤波

器进行插值，再和低频图像卷积。这样处理尽管增加了冗余，但使得 j尺度下带通滤波器理想频域支撑区

间限定为 ( 1) ( 1) 2 2[ π / 2 ,π / 2 ] / [ π / 2 ,π / 2 ]− −− −j j j j ，避免了频率混叠。NSDFB采用类似于 NSP的滤波器插值

思路，根据等效易位关系去除了 DFB中的下采样环节，代以 DFB中的滤波器插值，构成图 1(b)所示的两

 
图1 NSCT滤波器组成及滤波流程。(a)NSP的结构；(b)NSDFB的结构；(c)NSCT滤波流程 

Fig.1 Components of NSCT pyramid and flowchart of NSCT filtering. (a)structure of NSP; (b)structure of NSDFB; (c) flowchart 
of NSCT filtering 
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通道非下采样迭代滤波器组。该滤波器组中下一级非下采样滤波器组由上一级非下采样滤波器组采用

Quincunx矩阵 (1  1;1  1)= −Q 升采样构成，从而具有平移不变性。 

NSCT具有类似于 Contourlet变换的双层滤波器组结构，其基本流程如图 1(c)所示，图像首先经过 NSP

变换得到一系列带通图像，然后通过 NSDFB变换形成一个低频子带和一系列带通方向子带。 

3  NSCT域系数分布模型 
图像经过NSCT变换之后，各子带系数中大部分系数绝对值较小，少量系数绝对值较大，在直方图分

布上表现出明显的高凸峰、长拖尾。为准确地对NSCT系数建模，首先考察NSCT各方向子带的系数分布。

噪声图像及其NSCT系数分布的直方图如图2所示。可以看出，不同尺度下，系数直方图分布存在一定差异，

随着尺度由粗到细，曲线总体呈逐渐平坦走势，峭度依次减小。因此采用单一统计模型难以准确揭示系数

的分布规律，需要针对不同尺度下NSCT系数分布特点采用多种统计模型来逼近系数真实分布。 

 
图 2 (a)噪声图像；(b)~(d)不同尺度及方向的 NSCT系数直方图分布 

Fig.2 (a) Noisy image; (b)~(d) histograms of NSCT coefficients under different scales and directions 

将各子带的NSCT系数看作是一个随机变量，利用分布模型来拟合，可由少量统计参数来描述图像的

本质特征，有助于图像去噪、分割等后续处理。常用的尖峰型分布模型包括拉普拉斯分布、广义高斯分布

(GGD)、局部高斯分布、贝塞尔卡分布、混合高斯分布、点函数与高斯混合分布等，其中前两类分布模型

最为常用。考虑NSCT系数分布特点，对于最粗尺度下的NSCT系数，采用拉普拉斯分布模型进行模拟，其

表达式为 

1 2 | |( ) exp
2

µ
σσ

 −
= −  

 

k xf x  ,                             (2) 

式中u和µ分别为随机变量的均值和方差， 1k 为协调因子，通过逼近峰值附近的概率分布来控制模型的高

度。该分布模型具有高尖峰，能较好模拟低尺度下NSCT系数分布。对于中间尺度下的NSCT系数，采用GGD

进行模拟，其表达式为 
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k xf x  ,                       (3) 

式中α 和 β 分别为GGD的尺度参数和形状参数，用来控制分布曲线的宽度和衰减速度， ,µ σ 仍为变量的均

值和方差， 1

0
( ) d

∞ − −Γ = ∫ t ss e t t 是Gamma函数。对α 和 β 可利用矩估计法获得，具体步骤为：1) 求取
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ˆ ˆ ˆ/β −= R m m ，其中 1−R 为广义高斯参数比函数的反函数，可利用双

曲线方法拟合获得[7]，即 1( ) 0.2718 / (0.7697 ) 0.1247− = − −R x x ；3) 求取 1ˆ ˆ (1 / ) / (2 / )α β β= Γ Γm 。 

对于最细尺度的NSCT系数分布，由于突出了细节及噪声信号，细节分布曲线的峰值较为平坦，可视

为对水平方向进行了缩放，因此提出构建可变广义高斯分布模型(VGGD)来逼近该子带的系数分布，具体

表达式为 
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式中对于参数的求取仍然采用和中间尺度中GGD参数求取相同的方法， 4k 为缩放协调因子，可取0.1 ~ 0.5，

实际中可根据多幅图像均值设定经验值。图3为以上3类模型对NSCT系数分布的模拟效果。从图中可看出，

这3类模型都比较接近NSCT系统真实分布，较好地揭示了NSCT的系数分布特点。 

 

图 3 不同尺度及方向的 NSCT系数直方图分布及模型分布比较。(a)拉普拉斯分布模型；(b)广义高斯模型分布；(c)可变
广义高斯分布模型 

Fig.3 Model distributions versus histogram distributions of NSCT coefficients under different scales and directions.(a)Laplace 
distribution; (b)generalized Ganssian distribution; (c)variable generalized Ganssian distribution 

4  图像去噪实验 
为验证NSCT系数建模的有效性，对医学图像进行降噪处理实验。若图像受大量高斯噪声污染，含噪

图像可表示为 η= +g x ，其中 g为观测图像， x为不含噪声的原图，η 为噪声， 2~ (0, )η σ nN 。经过正交变

换之后，图像的NSCT系数受到了互不相关、同分布、方差等于噪声方差的高斯噪声干扰，可对应表示为

= +y c n，其中 , ,y c n分别为观测系数、真实系数和噪声系数。图像去噪的目的就是用 y得到 c的估计值 ĉ，

使之尽可能接近真实图像。由Bayes框架下的最大后验估计(MAP)[8]，可得 

| |ˆ arg max ( | ) arg max ( | ) ( ) / ( )
∈ ∈

   = =   c y y c c y
c R c R

c p c y p y c p c p y ,                 (5) 

式中 ( )cp c 和 ( )yp y 分别为真实图像NSCT系数和含噪图像NSCT系数的分布，取对数得 

| |ˆ arg max ln ( | ) ln ( ) ln ( ) arg max ln ( ) ln ( ) ln ( )
∈ ∈

   = + − = − + −   y c c y y c c y
c R c R

c p y c p c p y p y c p c p y .   (6) 

由于 ln ( )yp y 已知，在已知噪声分布情况下，要得到估计值 ĉ需知道原始图像的先验概率密度分布。利用

NSCT系数建模分布作为 ( )cp c 的估计，利用噪声方差估计 | ( )−y cp y c 。噪声方差利用绝对值中值进行估计，

, ,med(| |) / 0.6745σ =j k j ky 。最后将估计的NSCT系数进行NSCT逆变换得到去噪图像。 

 

图 4 MRI图像去噪效果(噪声标准差为 30)。(a)加入噪声的MRI图像；(b)小波阈值去噪；(c)Contourlet软阈值去噪；(d)NSCT
软阈值去噪；(e)本文方法 

Fig.4 MRI image denoising example with the proposed method and other methods. The noisy intensity is 30. (a) noisy image; 
(b)denoised with wavelet thresholding; (c)Contourlet thresholding; (d)NSCT thresholding; (e)the proposed method 
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实验结果如图4，可看出，小波阈值去噪和Contourlet去噪都产生了划痕现象。NSCT软阈值去噪方法尽

管能获得对比度较强、较光滑的图像，但同时也增加了图像的部分伪细节信息。如图4(a)中部分脑白质本

未相连，但图4(d)中将其连接起来，改变了这些关键信息的分布，而在图4(e)则较好恢复了这些信息及脑灰

质、脑白质、脑室、胼胝体、沟回等。表1列出了各种方法对CT图像和MRI图像去噪后的峰值信噪比，其

中I为噪声强度。可见本文方法去噪总体效果要优于其他阈值去噪方法，且优越性随噪声增加而明显。这主

要缘于本文方法更好地考虑了尺度内变换系数的分布特点，对噪声引起的分布变化有一定稳健性，因而保

证了去噪效果的稳定性。 

表1 医学图像使用不同去噪算法的PSNR 
Table 1 PSNR of two CT and MRI images after processing by different denoising algorithms 

 CT image MRI image 
Ι=10 Ι=20 Ι =30 Ι =40 Ι =10 Ι =20 Ι =30 Ι =40 

Noisy image 28.62 22.57 19.82 16.86 28.41 22.96 19.04 17.28 
Wavelet soft threshold  31.17 27.73 23.78 20.74 30.20 26.74 23.03 19.74 
Contourlet soft threshold 31.22 27.92 23.95 20.88 30.23 26.85 23.20 19.91 
NSCT soft threshold 32.15 28.34 24.42 21.03 30.64 27.01 24.04 20.36 
Proposed method 32.09 28.21 24.41 21.10 30.43 26.93 24.12 20.45 

5  结   论 

通过分析非子采样 Contourlet 变换特点，利用拉普拉斯分布、广义高斯分布及可变广义高斯分布对

NSCT 系数进行混合建模，并应用于基于 Bayes 最大后验概率估计的图像去噪。实验结果表明，本文方法

对于零均值白噪声的滤除效果在一定程度优于同类方法，尤其在对细节图像噪声污染较重时的恢复效果较

明显，且本文方法计算量小，去噪速度快。值得注意的是，本文主要针对子带内系数分布特点进行建模，

而子带间 NSCT系数分布也存在一定特点，若将不同子带内的系数进行联合建模，这类约束也将有利于揭

示 NSCT系数分布的内在特点，从而取得更好的去噪效果。 
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