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摘要  在用带输运模型研究光折变效应时，大多数情况下都限定入射的相干光调制度远小于 1，对方程做线性化近

似以便于求解，这在求解小调制度问题时可以达到满意的精度。但在很多实际情况下光调制度接近于 1，此时线性

理论不再适用。基于 FlexPDE 程序提出了一种新的求解方法，适用于大调制度时的情况。采用有限元算法，严格

求解光折变带输运方程，研究了外加电场时顺电相 KTN 晶体中大调制度全息光栅的形成，给出了晶体中的空间电

荷场、光激发电子、离化施主、晶体折射率等的分布情况和时间演化曲线。计算结果表明，采用 FlexPDE 程序不

仅可以大大降低带输运模型的求解难度，而且能够实时动态显示全息光栅的形成过程，具有直观性。 
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Abstract  The modulation of incident coherent beams is limited much less than 1 to linearize the equations easily in the 

study of the photorefractive effect with band transport model. The linearization can get good precision if the light 

modulation is small. However, in most cases the modulation approximates to 1 and the linear theory is not available any 

more. A new solution based on FlexPDE is put forward to solve the problem at large modulation depth. The photorefractive 

equations are rigorously solved based on the algorithm of finite element method. The forming of holographic grating in 

paraelectric KTN crystals at large modulation depth is researched. The distributions and time evolvement curves of space 

charge filed, light excitated electrons, ionized donors, and crystal refractive index are shown. Calculation indicates that the 

FlexPDE can reduce the difficulty of solving the photorefractive equations, and display the forming process with 

visualization of holographic grating dynamically on real time. 
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1  引    言 

光折变效应中全息相位光栅形成的动力学过程可由 N. V. Kukhtarev 等[1]提出的一组非线性偏微分方程

组来描述。在利用这一模型来分析问题时，通常限定入射的相干光调制度 <<1m ，对方程作线性化近似[2~4]，

便于求解，或直接运用线性近似所得的结果[5]。这在求解小调制度问题时可以达到满意的精度。但在很多

实验和实际应用中，大部分情况下光调制度 m 约为 1，此时线性理论[6]不再适用。为了描述大调制度时真

实的非线性响应，对应于各种特殊情况的解析或数值的求解方法相继被提出。M. G. Moharam 等[7]给出了任

意调制深度时的空间电荷场的解析表达式，但其模型没有考虑施主与受主粒子密度对时间的依赖。C. H. 

Kawk 等[8]提出用经验公式来修正大调制度下空间电荷场与光调制度之间的关系。G. A. Brost
[9,10]与 E. Serrano

等[11,12]分别用微扰法、有限差分法计算和模拟了光折变非线性响应的记录和擦除动力学特性。周忠祥等[13]

应用微扰法讨论了大调制度下外加电场对高阶空间电荷场的影响。以上方法均包含一定的近似和简化。李大

汕等[14]提出了一种基于偏微分方程通用求解算法(PDECOL)的数值计算方法来求解带输运方程，该算法的基

本思路是将难于直接求解的偏微分方程，通过空间离散化，转化为一组仅以时间为变量的半离散的且易于求

解的常微分方程组，求解此常微分方程组得到原偏微分方程的解。此方法可以取得很高的精度，但是 PDECOL

算法基于 FORTRAN 语言且程序包的子程序较多，其中有 4 个非通用子程序需要自己根据具体问题开发，在

编译和数据分析时具有一定的复杂性。本文采用有限元方法，基于 FlexPDE 程序求解 Kukhtarev 方程组，建

模简单，在满足高精度的条件下大大降低了求解难度。在计算过程中能够以图线的形式实时动态显示计算结

果，可更为直观地对光折变晶体中体全息光栅的形成过程进行精确的分析。 

2  理    论 

2.1 Kukhtarev方程 

在光折变效应中，光激发载流子产生、迁移和复合的过程，可采用 Kukhtarev 等提出的带输运模型来

描述。假设电荷载流子为电子，则有 
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式中 Na 表示单位体积中受主的数目， dN ， d

N 分别表示施主和离化了的施主数密度， en 表示进入导带的

电子数密度，s 为光电离截面面积，  为电子的热产生率， R 表示电子与陷阱心的复合率，E 表示晶体内

部的总电场，e 为电子电量，
e 表示电子的迁移率，k 为玻尔兹曼常数， p 为光生伏打张量，

0 为真空介

电常数， 为相对介电系数，光强调制度 1 2 1 22 ( ) m I I I I ， 0 1 2 I I I ，I1，I2 分别为两束写入光光强，

2π


gK ，Λ 为光栅周期，r 表示空间位置矢量。 

2.2 顺电相光折变晶体中的全息相位栅 

铁电材料只在某一温度范围内才具有铁电性。存在一临界温度 Tc，当温度高于 Tc时，铁电材料发生结

构相转变，这个临界温度 Tc 就称为铁电材料的居里温度。铁电体在居里温度以上由无极性的相组成，不显

示自发极化，对应于这种状态的相称为顺电相，如钛酸钡(BaTiO3)晶体在居里温度(约为 130 ℃)以上已由四

方铁电相转变为顺电相，钛酸锶(SrTiO3)、KTN(原子数分数为 35% KNbO3)等晶体在室温已为顺电相。 

在顺电相中，晶体存在对称中心，空间电荷场通过二次电光效应引起折射率变化[5,6]，即 

        3 2

0 eff( ) (1 2) [ ( )] n n gr E r ,                                (2) 
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式中
effg 为晶体的有效二次电光系数。N0为晶体折射率。设外电场为

0E ，晶体内部空间电荷所形成的空间

电荷场为
sc ( )E r ，则晶体内总电场 

           
0 sc( ) ( ) E r E E r ,                                   (3) 

由布拉格衍射条件，晶体有效相位栅的折射率调制幅度为 

             3

0 eff 0 sc( ) ( ) n n gr E E r .                                 (4) 

3  计算方法与结果 

对 Kukhtarev 方程的解法一般都是限定入射相干光调制度 1m ，使方程线性化而易于求解，但在实

际应用中，大部分情况下光调制度 m 接近于 1，此时线性理论不再适用。为了描述克尔电光效应中大调制

度相干光入射时的非线性响应，需要建立新的数值计算方法。 

3.1 基于 FlexPDE求解带输运模型 

FlexPDE 是 PDE Solution 公司专门开发的使用有限元方法给出线性和非线性偏微分方程数值解的软

件。假设沿 KTN 晶体的 X 方向施加外电场，写入光入射于 X-Y 平面，光栅矢量与外加电场平行。选对称

入射的相干光波长为 532 nm，入射角为 45
°。由布拉格条件可得出所写入的全息光栅的周期为 0.168 μm。

计算中所选用的参量数值如表 1 所示。利用(1)式可以得到 
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t

E
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表 1 计算中用到参量的数值 

Table 1 Parameters in calculation 

Parameters Value Parameters Value 

I0 /(W/m2) 3200 βp 0 

s /(m2/J) 3×10-4 [15] |E0| /(V/m) 2.5×105 

β /(1/s) 0.05 [15] Λ /m 1.67×10-7 

Na /(1/m3) 2×1022 [16] μe /[ m
2/(V•s)], (T=300 K) 10-6 [17] 

Nd /(1/m3) 1025 [16]  2×104 [18] 

γR/(m2/J) 10-15 [15] n0 2.23 

λ /nm 532 m 1 

geff /(m
2/V2) 2.2×10-14 [18] k 1.38×1023 

联立(1)，(5)式在 FlexPDE 中完成建模，程序划分的网格如图 1 所示，共划分网格节点 117894 个，默

认允许最大误差为 0.002。 

 
图 1 有限元网格划分 

Fig.1 Finite element mesh 
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3.2 结果与分析 

两束相干光在晶体内形成干涉条纹，晶体吸收的光能可以将载流子从其能量陷阱里光致电离到导带(电

子)或价带(空穴)。晶体中各处被激发到导带的电子浓度与该处的光强成正比，光激发电荷或在电场作用下

漂移，或因激发电荷数密度梯度而扩散，或由光生伏打效应(顺电相 KTN 晶体中忽略该效应)而运动，光致

电离的电子在传输到低光强区遇到合适的陷阱后重新被俘获，结果导致正电荷处于高光强区，负电荷处于

低光强区，形成一个与激发光照空间相关的净空间电荷场。如图 2 所示，离化施主数密度、光激发电子数

密度、空间电荷场与干涉光强的分布形态相似，具有相同的周期。由于漂移和扩散作用，光激发载流子的

分布与干涉光强的分布有 π/2 的相移，而空间电荷场相对于干涉光强的分布有 π/4 的相移。由于光栅周期

与晶体尺寸的巨大差异，图中仅显示局部晶体内的若干个光栅周期。 

 

图 2 光强(a)，离化施主数密度(b)，光激发电子数密度(c)和空间电荷场(d)在 Y=0 截面分布的等值线图 

Fig.2 Isoplethic map on Y=0 section of light intensity (a), ionized donors density (b), light excitated electrons (c) and space charge 

filed (d) 

由于正负电荷分离后，正电荷处于高光强区，负电荷处于低光强区，形成了正负电荷集中区域相间隔

的周期分布。图 3 给出了晶体内总电场分布的矢量图，直观显示了电场周期性反向的分布规律。KTN 晶体

内部 Y=0 截面的总电场与折射率分布的三维视图如图 4 所示，折射率的分布与电场的分布是反相的。总电

场的值域约为－500~500V，而由克尔电光效应引起的满足布拉格衍射条件的折射率调制幅度为 6×10
-5。计

算中的均方根误差为 9.1×10
-4。 

 

图 3 晶体内 Y=0 截面的电场矢量图 

Fig.3 Vectorgraph of electric field on Y=0 section in crystal 
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图 4 晶体内 Y=0 截面的总电场(a)和折射率分布的三维视图(b) 

Fig.4 3D distributions on Y=0 section of total electric field (a) and refractive index (b) 

图 5 为空间电荷场和折射率改变量的时间演化曲线，A，B，C 分别代表晶体内(0，0，0)，(－2.9×10
-7，

－1×10
-7，0.3×10

-6
)，(4.3×10

-7，2×10
-7，3×10

-6
)三个不同的坐标(单位为 m)点，计算的均方根误差为 2.6×10

-4。

空间电荷场在 1.6×10
-2 

s 时就基本达到稳定值，可见光折变效应的响应速度很快。而据实验测得在顺电相掺

杂 KTN 晶体中的克尔电光效应响应时间为纳秒量级[19]，因此比较图 5 中的两图，由电场引起折射率调制

的过程无明显延时。 

 

图 5 空间电荷场(a)和折射率改变量(b)的时间演化曲线 

Fig.5 Time evolvement curves of space charge field (a) and the change of refractive index (b) 

4  结    论 

描述光折变相位光栅形成的带输运模型是由一组非线性偏微分方程组成，难以严格求解。而在大调制

度相干光入射条件下，材料的非线性响应增强，线性近似的求解方法已不再适用。基于 FlexPDE 研究大调

制度下光折变光栅的形成时其调制度可以设置为任意值。程序通过有限元方法在设定的求解域内对方程进

行高精度的数值求解，并将实时动态地显示晶体中的空间电荷场、光激发电子数密度、离化施主数密度、

晶体折射率等的分布图和时间演化曲线，不仅大大降低了求解难度，而且可以直观地显示光栅形成的动态

过程。由于数值计算量较大，这里给出的结论只是初步的。 
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