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摘要  介绍了偏微分方程(PDE)图像处理的基本原理，构造偏微分方程模型的变分法和常见的滤波模型，并给出常

见滤波模型的能量泛函。回顾了近几年偏微分方程图像处理技术在电子散斑干涉(ESPI)条纹处理中的应用成果，包

括应用偏微分方程图像处理方法同时实现电子散斑干涉条纹图和相位图的滤波和增强处理，提出用于密集电子散斑

干涉条纹处理的方向偏微分方程模型及提取电子散斑干涉条纹骨架线的偏微分方程方法。介绍了这些方法与传统方

法相比的优势，并进一步展望了偏微分方程图像处理在光测技术中的发展趋势。 
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Abstract  The basic principle of image processing methods based on partial differential equations (PDE) is introduced, 

the variational methods used to derive PDE models are described, and the energy functional of widely used PDE denoising 

models is given. Our recent works of PDE-based image processing on electronic speckle pattern interferometry (ESPI) are 

reviewed, including performing contrast enhancement and denoising simultaneously for ESPI fringes, proposing new 

oriented PDE denoising models for dense ESPI fringes and a nearly preprocessing-free method for skeletonization of gray 

scale ESPI fringes. The main advantages of our methods are given and some suggestions are presented for the development 

and the research of PDE-based image processing methods on optics test technology. 
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1  引    言 

电子散斑干涉术(ESPI)是一种非接触式全场光学测试技术，它开辟了光测技术应用的新前景、新领域，

突破了以前光测技术应用的局限性。目前这种技术在新材料研究、电子元器件与工程结构件的力学性能试

验、部件的振动测试及无损检测等方面已经得到了广泛的应用[1~3]。高精度快速提取全场相位是电子散斑

干涉技术成功应用的关键，目前用于电子散斑干涉技术相位提取的主要方法有：1) 从单幅条纹图提取全场

相位的方法；2) 傅里叶变换方法[4]；3) 相移法[5,6]。近年来发展了基于单幅条纹图提取全场相位的方法，

包括条纹骨架线法[7]、同步方法[8]、相位锁定循环法[9]、相位跟踪法[10]和遗传算法[11]等。每一种技术都有

一定的优势和局限性[7]，其中基于骨架线的插值方法和相移法是应用最广泛的方法。基于骨架线的插值方

法需要对散斑条纹图进行滤波增强、提取骨架线、修饰和标识骨架线等处理，然后插值可获得全场位移。

相移法需要用变形前和变形后至少 3 幅散斑图来获得相位图，但是获得的相位图一般存在很高的噪声，需

要专门的方法来消除相位图的噪声[12,13]，然后利用去包裹技术获得全场的相位。可见去除电子散斑干涉条

纹图的噪声、提高其条纹的对比度、提取条纹骨架线，是基于骨架线插值方法亟待解决的关键技术，同样

去除相位图的噪声是相移技术应用的基础。这些问题一直是电子散斑干涉法的瓶颈问题，严重阻碍了电子

散斑干涉技术在较差的测量环境(如高温、动载荷、测量区域小)中的应用。对这些关键技术进行深入研究，

提出有效的新方法、新技术，有着重要的学术意义和工程应用价值。 

电子散斑干涉条纹图处理和相位提取的研究是与计算机图像处理技术的发展密切相关的。偏微分方程

(PDE)图像处理方法是 20 世纪 80 年代逐渐兴起并迅速发展起来的一种新颖的图像处理方法，有关的内容

日益成为相关领域研究人员关注的一个热点。其应用范围几乎覆盖了整个图像处理领域。基于微分方程的

图像处理技术使人们越来越深刻地挖掘图像和图像处理的本质，并试图用严格的数学理论对现存的图像处

理方法进行改造。与传统图像处理技术相比较，偏微分方程图像处理的主要优点是[7,14]：1) 基于偏微分方

程的图像处理过程是一个逐渐演化的过程，它能够给出图像处理的中间状态，可选择最佳的处理结果；2)

对于偏微分方程的数值解有长期深入的研究，利用数值计算可以获得偏微分方程高精度和稳定性好的数值

解，所以基于偏微分方程的图像处理方法具有很高的精度和稳定性；3) 该技术很容易将不同的图像处理算

法结合起来，如可以使滤波和对比度增强这两个不同的处理过程同时进行。传统的图像处理技术是不可能

同时完成滤波与增强的；4) 该技术运算速度快，容易执行；5) 该方法灵活，图像处理的结果取决于偏微

分方程的数值解，数值解与迭代次数和离散步长有关，所以可根据被处理图像选择合适的迭代次数和时间

离散步长。近几年偏微分方程图像处理技术已经成功地应用于电子散斑干涉技术中，本文将对电子散斑干

涉条纹处理的偏微分方程方法进行回顾与展望。 

2  偏微分方程图像处理的基本方法和常见模型 

利用偏微分方程进行图像处理的基本思想是: 设 RRI 2: 代表一幅灰度图像，其中 ),( yxI 是像素点

),( yx 处的灰度值，表示映射。引入时间参数 t ，则图像演化过程可以表示为 

 ),,( tyxuF
t

u





,    yxIyxu ,0,,  ,                           (1) 

式中 RRtyxu  ),0[:),,( 2  是演化图像， RRF : 是针对不同的图像处理过程所给出的算子，原始图像 I

可看作初始条件。这样，此微分方程的解 ),,( tyxu 就是在时间参数 t 下处理后的图像。 

也就是说用偏微分方程进行图像处理的基本思想是把待处理的图像作为初始条件，把图像处理变换看

作偏微分方程的算子，利用偏微分方程把初始图像变形，从而将偏微分方程的解与图像联系起来。 
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最早的 PDE 滤波模型是 A. P. Witkin
[15]提出的热方程 
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，    yxIyxu ,0,,  ,                           (2) 

式中  yxI , 是待处理的原始图像，(2)式的解  tyxu ,, 是在尺度 t 下对原始图像滤波的结果。但是(2)式是一

个各向同性的扩散方程，因此该模型滤波的同时也破坏了图像边界。 

P. Perona 等[16]对（2）式模型进行了重要改进，提出用一个非线性方程代替热传导方程 

        uug
t

u





· ，    yxIyxu ,0,,  ,                             (3) 

式中 g是一个平滑的非增函数，称为平滑系数，满足 g(0)=1，g(s)≥0，且 s 无限大时，g(s)趋于 0。通常 g(s)

取为 

    121


 kssgk ,                                    (4) 

式中 k 是一个预先设定的参数。 

这一思想的出发点是：方程的扩散是“有条件的”。如果  yxu , 较大，此处扩散较弱，因此局部边缘

将保留；如果  yxu , 较小，则扩散较强，在  yx, 周围将趋于平滑。可见，g 的作用是控制了扩散的速度。 

尽管 P. Perona 等提出的模型使滤波效果得到了改善，但是该模型不能消除孤立噪声，因为在这些噪声

点处，图像的梯度可能非常大，使得平滑系数较小。因此，这个模型将会把噪声的边缘也保存下来，而这

不是我们所希望的。 

为了克服(3)式模型不足，F. Cattlé等[17]提出了选择平滑模型 
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· ，    yxIyxu ,0,,  ,                          (5) 

式中 G 是高斯函数，该模型利用高斯滤波去除孤立噪声；代表卷积。 

为了从根本上克服边缘模糊的问题，L. Alvarez 等[18]提出了退化扩散模 
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由于(6)式模型在垂直于边缘的方向上限制了方程的扩散，所以在滤波去噪的同时，较好地保护了图像

的边缘。 

将退化扩散和 g 函数相结合，得到选择退化扩散模型 
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(2)、(3)、(5)~(7)式中的模型都是二阶偏微分方程，由这些滤波模型处理后的图像有“块”效应[19]，并

且不能消除脉冲噪声[20]。为解决这些问题，人们提出了更复杂的 PDEs 滤波模型，如 4 阶偏微分方程滤波

模型[19]和耦合偏微分方程滤波模型[20]。 

4 阶偏微分方程滤波模型为 
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式中 
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耦合偏微分方程滤波模型为 
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初值为 

   yxIyxu ,0,,  ，    yxIyxv ,0,,  , 

式中  ta 是随时间变化的参数，b 是一个常数。 
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式中n 是迭代次数。 

(10)式各项作用如下[21]： 













||
·||

u

u
u 表示退化扩散，对u 的扩散只发生在垂直于梯度 u 的方向上，

在梯度 u 的方向上并不扩散，控制扩散方向；  vgk  控制扩散的速度；  Iu  的作用是使得稳态解u 是

给定初始图像 I 的最佳逼近；  uv  的作用是使得 v 与 u 相差不太大。 

3  构造偏微分方程滤波模型的变分法 

采用变分法可推导出图像滤波的偏微分方程模型[21]，该方法的主要思想是：设计一个能量泛函来评价

图像的平滑程度，通过变分法将这个泛函的极值问题转化为对偏微分方程的求解。 

如能量泛函取为 

     

ΩΩ

yxuyxufuE dd||
2

1
dd 2

,                           (12) 

式中 f 是图像梯度的增函数，且大于零，所以当（12）式取极值时图像最平滑。 

因为     yxuuufuE

Ω

yx dd,, ，所以取极值等价的 Euler 方程为 
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代入(13)式得 uxx+uyy=0，当满足条件 

02  u ,                                   (15) 

泛函 )(uE 取得极值。 
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用梯度下降法推导出热方程滤波模型 
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当能量泛函 )(uE 选为不同的形式时，可建立不同的偏微分方程滤波模型。 

如当能量泛函取 

    

Ω

ΩufuE d|| ,                                (17) 

其中要求  f 是一个非负非减函数，即   0f ≥ 且   0f 。由变分法可构造成(3)式的滤波模型。 

当能量泛函取 

           

Ω

yxufuE dd2 ,                              (18) 

由变分法可构造(8)式的 4 阶 PDE 滤波模型。 

文献[17]给出(5)式模型收敛性的证明，令 
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式中 0C 为常数，仅与 G ， g， 0u 有关。对 ],0[ Tt ，有 
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最后，推得 
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4  偏微分方程在电子散斑干涉条纹处理中的应用 

4.1 基于偏微分方程图像处理方法实现对电子散斑干涉条纹图滤波处理 

在文献[14,22,23]中，应用 PDE 滤波模型实现了电子散斑干涉条纹图的滤波处理，在文献[7]，利用图

像的保真度和平滑度对常用 PDE 模型的滤波效果进行了定量分析，结论是对一般的电子散斑条纹图选择(7)

式的退化扩散模型和(10)式的耦合偏微分方程模型可以获得比较好的结果。图 1(a)是一幅实验获得的电子

散斑条纹图，它是具有缺陷的复合材料板的散斑条纹图[14]，CCD 是敏通公司的 MIV-1802CB；图 1(b)是采

用(7)式模型获得的滤波结果。 
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图 1 实验获得的电子散斑原始条纹图及其滤波结果。(a)原始图像；(b) 采用(7)式获得的滤波 

Fig.1 Experimentally obtained ESPI fringe and its filtered image. (a) initial image; (b) the filtered image with Eq.(7) 

4.2 基于偏微分方程图像处理方法实现对电子散斑干涉条纹图增强处理 

在文献[24]中，我们提出电子散斑干涉条纹图增强的偏微分方程图像处理方法。直方图均衡化是传统

的图像增强方法。在偏微分方程图像处理中，直方图均衡化过程可以由一个图像演化方程实现 

  ),(),,(
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0
yxLtyxuNMNM
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式中 
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][Α 代表面积，对于离散图像而言，它代表像素数目。 ],0[),0[],0[],0[ LTNM  . 

当演化方程达到稳定，即 0




t

u
时，有 

   ( , ) : ( , ) ( , ) ( , )    Α v w u v w u x y M N M N u x y L≥ ,                 (27) 

则对于任意 ],0[, Lba  ， ab  ，有 

 ( , ) : ( , ) ( ) ( )   Α v w b u v w a M N L b a≥ ≥ ,                     (28) 

(28)式意味着图像的直方图达到了均衡。也就是说，当(25)式的解达到稳态时，图像 ),,( tyxu 的直方图趋于

均衡分布，即传统的直方图均衡化处理可通过数值计算(25)式实现，相对于传统方法而言，用偏微分方程

调整图像直方图具有显著的优势。这是由于(25)式是逐渐调整图像直方图直到达到稳定状态的，它能够给

出直方图调整过程中的中间状态，这有利于选择最优结果，避免出现传统方法的过增强现象。图 2(a)是一

幅计算机模拟的电子散斑干涉加条纹图，图 2(b)是采用偏微分方程获得的增强结果。图 3(a)是一幅实验获

得的电子散斑干涉减条纹图，它是周边固支的圆盘受集中力作用[24]，图 3(b)是采用偏微分方程获得的增强

结果。 

 

图 2 计算机模拟电子散斑干涉加条纹图及其偏微分方程增强结果。(a)原始图像；(b)增强图像 

Fig.2 Computer-simulated ESPI addition fringe pattern and its enhanced image. (a) initial image; (b) enhanced image 
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图 3 实验获得的电子散斑干涉减条纹图及其偏微分方程增强结果。(a) 原始图像；(b) 增强图像 

Fig.3 Experimentally obtained ESPI subtraction fringe pattern and its enhanced image. (a) initial image; (b) enhanced image 

4.3 基于偏微分方程图像处理方法同时实现对电子散斑干涉条纹图不同的图像处理 

与传统图像处理方法相比，偏微分方程图像处理最主要的优势是可同时实现不同的图像处理，假设有

两种不同的图像处理  
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式中 1F ， 2F 表示两种不同的图像处理。 

采用偏微分方程图像处理方法很容易实现两种不同的图像处理，如 

)()(
),,(

21 uCFuF
t

tyxu





,                              (30)  

式中C是一个正常数，其作用是平衡两种图像处理方法的影响。如果 1F 表示滤波处理， 2F 表示增强处理，

那么由(31)式就可以同时实现对图像的滤波和增强处理。 

在文献[25]中，我们给出同时实现电子散斑干涉条纹图滤波和增强处理模型方程， 
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式中 1C ， 2C 是大于零的常量，用于平衡滤波与增强效果。图 4(a)是一幅计算机模拟的电子散斑干涉减条

纹图，图 4(b)是采用(32)式模型获得的滤波增强结果。图 5(a)是一幅实验获得的电子散斑干涉减条纹图，它

是周边固支的圆盘受集中力作用[25]；图 5(b)是采用(31)式模型获得的滤波增强结果。 

 

图 4 计算机模拟的电子散斑干涉减条纹图和用(31)式模型获得滤波和增强的结果。(a) 原始图像；(b) 滤波和增强图像 

Fig.4 Computer-simulated ESPI subtraction fringe pattern and its filtered and enhanced image with Eq. (31). (a) initial image;  

(b) its filtered and enhanced image 
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图 5 实验获得的电子散斑干涉减条纹图和用(31)式模型获得滤波和增强的结果。(a) 原始图像；(b)滤波和增强图像 

Fig.5 Experimentally obtained ESPI subtraction fringe pattern and its filtered and enhanced image with Eq. (31). (a) initial image; 

(b) its filtered and enhanced image 

4.4 方向偏微分方程的构造及在电子散斑干涉技术中的应用 

 PDE 滤波模型在电子散斑干涉条纹图滤波和增强处理中取得了很好的效果，但是如果条纹较密集，像

其他的滤波方法一样，该方法也会模糊了条纹。为解决这个问题，需要考虑条纹的方向。方向性是 ESPI

条纹图与相位图的一个重要特征，对于指导滤波具有重要作用。在文献[26]中，我们基于变分法和控制扩

散方向，构造了方向偏微分方程。 

我们提出了新的能量泛函 
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式中 代表条纹的方向，是条纹方向与 x 轴之间的夹角。 

由变分法推导出方向退化扩散方程 

 cossin2sincos 22
xyyyxx uuu

t

u





,                     (33) 

引入 g 函数，可获得方向选择退化扩散方程 
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条纹的方向角可由梯度法等不同的方法计算出[27~29]。方向 PDE 滤波模型使得扩散仅沿着条纹方向进

行，这样就不会模糊条纹，即使条纹十分密集。 

传统的沿方向滤波方法需要先计算出每个像素的条纹方向角，接着沿条纹方向建立小的滤波窗口，滤

波后再移动到下一个像素点，重复这个过程。而基于方向偏微分方程滤波方法也需要先计算出每个像素的

条纹方向角，然后数值计算(33)式和(34)式就可以实现整幅图沿条纹方向的滤波，不需要逐个像素建立小的

滤波窗口，移动滤波窗口，这是很大的突破。图 6(a)是一幅计算机模拟的电子散斑干涉减条纹图，图 6(b)

是采用方向 PDE 滤波模型(33)式获得的滤波结果。图 7(a)是一幅实验获得的电子散斑干涉减条纹图，它是

周边固支的圆盘受集中力作用[26]，图 7(b)是采用方向 PDE 滤波模型(34)式获得的滤波结果。图 8(a)是一幅

实验获得的电子散斑干涉相位图，它是周边固支的方板受集中力作用的错位散斑干涉条纹图[26]，图 8(b)是

采用方向 PDEs 滤波模型(34)式获得的滤波结果。 
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图 6 计算机模拟的电子散斑干涉减条纹图和用方向 PDE 滤波(33)式模型获得的滤波结果。(a)原始图像；(b)滤波图像 

Fig.6 Computer-simulated ESPI subtraction fringe pattern and its filtered image with the oriented PDEs Eq. (33). (a) initial image; 

(b) its filtered image 

 

图 7 实验获得的电子散斑干涉减条纹图和用方向 PDE 滤波(34)式模型获得的滤波结果。(a) 原始图像；(b)滤波图像 

Fig.7 Experimentally obtained ESPI subtraction fringe pattern and its filtered image with the oriented PDE Eq. (34). (a) initial image;  

(b) its filtered image 

 

图 8 实验获得的电子散斑干涉相位图和用方向 PDE 滤波(34)式模型获得的滤波结果。(a)原始图像；(b)滤波图像 

Fig.8 Experimentally obtained ESPI subtraction fringe pattern and its filtered image with the oriented PDE Eq. (34). (a) initial image; 

(b) its filtered image 

4.5 基于偏微分方程图像处理方法实现对电子散斑干涉条纹图骨架线的提取 

偏微分方程图像处理提取骨架线的原理是：由变分法可推导出计算图像梯度矢量场（GVF）的偏微分

方程模型，然后利用 GVF 的拓扑性获得骨架线。 

图像梯度矢量场最早由 C. Xu 等[30]提出，图像 I 的梯度矢量场的定义为 
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在文献[31]，我们提出新的能量泛函 
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式中  , 和 是常量，g函数取(4) 式形式，函数 f 要求是非负的增函数， 2222
yxyx vvuuV  ， xu 和 yu

是 ),( yxu 的一阶偏导数， xv 和 yv 是 ),( yxv 的一阶偏导数， I 是待处理的图像，V 由最小化能量泛函获得 
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式中  ta 取(11)式形式，b 为常量。 

利用变分法获得用于计算 GVF 场的 PDE 模型 
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方程的初值为 
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由(32)式可获得 GVF 场，然后对其进行“归一化”得 
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基于归一化梯度矢量场（NGVF）的拓扑性，可获得条纹的骨架线。根据 NGVF 的拓扑性，白条纹骨架线

处 NGVF 偏导数的强度较大，同时 NGVF 的雅克比矩阵本征值的实部为负。而黑条纹骨架线处 NGVF 偏导数

的强度较大，同时 NGVF 的雅克比矩阵本征值的实部为正。像素 ),( yx NGVF 偏导数的强度定义 ),( yxS 为 
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像素 ),( yx NGVF 的雅克比矩阵为 
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为检测像素 ),( yx NGVF 雅克比矩阵本征值的实部符号，计算方程 
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式中是常量。 

给定一阈值T ，白条纹骨架线图 ),(WFS yxf ，黑条纹骨架线图 ),(BFS yxf 和所有条纹的骨架线图 ),(FS yxf

可根据规则获得 
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 otherwise       pixelskeleton -non  ,0

0,   , ,  if               pixelskeleton   ,1
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yxf                      (43) 
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 otherwise       pixelskeleton -non  .0
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偏微分方程图像处理提取骨架线的优点是可直接对灰度图像进行处理，传统方法一般先将灰度图像转

换为二值图像，再进行细化处理，获得的骨架线往往存在断裂和许多分支，还需要进一步修饰。 

图 9 分别是计算机模拟的电子散斑干涉减条纹图和实验获得的电子散斑干涉减条纹图，对它们进行一

次中值滤波后，由 PDE 方法可获得条纹的黑、白骨架线，如图 10 所示。实验结果表明 PDE 方法给出十分

理想的结果。 

 

图 9 待实验的图像。(a)计算机模拟的电子散斑干涉减条纹图；(b)实验获得的电子散斑干涉减条纹图 

Fig.9 Tested images. (a) the computer-simulated ESPI subtraction fringe pattern; (b) the experimentally obtained ESPI subtraction 

fringe pattern 

 

图 10 由 PDE 方法获得的图 9 黑(a，b)、白(c，d)条纹的骨架线图 

Fig.10 Skeletons of black (a,b), white (c,d) fringes of Fig. 9 with PDE method 

5  展    望 

尽管我们在应用偏微分方程图像处理技术对电子散斑干涉条纹图进行处理方面取得了一定的研究成

果，但是还有很多问题有待深入研究，面临着很多挑战，如考虑散斑的统计特性，建立更有效的滤

波偏微分方程模型的研究；新能量函数的提出及模型解的存在唯一性研究；与图像处理有关的非线性偏微

分方程高精度高效率的数值计算方法的研究以及各种数值模拟格式的收敛性和稳定性的研究；扩大偏微分

方程图像处理方法在其他光测技术中的应用研究等，如在数字全息干涉技术，合成孔径雷达干涉测量技术

的应用，这些问题是这一领域的发展方向和趋势。 
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