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摘要　现有标定方法得到的相机参数与真实物理意义并不能精确对应，因为物理参数不能作为独立的未知数出现

在方程中而是耦合在一起。当需要独立使用某参数时，必须分解投影矩阵，造成很大误差。为此提出了一种逐级

标定相机各参数的方法。鉴于位姿对等效焦距敏感，基于位姿估计的变化量来标定等效焦距，然后采用平面单应

提供的约束方程求解主点，用正交迭代算法来估计外参，最后计算畸变系数。实验验证了方法的正确和高精度。

避免了参数之间的耦合，各参数与其物理意义相符，可独立使用。
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１　引　　言

现有的相机标定主要分为传统标定、基于主动视觉的标定［１］和自标定方法三类［２～６］。它们普遍存在参

数标定结果与真实物理意义并不精确对应的问题，这是因为各种参数之间存在严重的耦合，即求解时各参数

不是作为独立的未知数，而是以代数的形式组合在一起，最后由方程解分离出来。传统标定方法中，内参与

外参共同耦合在投影矩阵中。自标定方法［７］主要指标定相机内参，等效焦距和主点是耦合在绝对二次曲线

中的。相机的位姿估计中，除直接线性变换方法外，平移向量一般根据旋转矩阵求得，姿态角与平移向量之

间几乎不存在耦合。联合平差有时也会加剧参数间的耦合。

当将内外参以投影矩阵形式整体使用时，不影响测量精度。比如两个固定相机的交会，首先标定投影矩

阵，然后进行交会测量。实际上两者都是基于最小代数距离或者最小二乘意义来求解方程组，只是标定时投影

１１１５０１１
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矩阵是未知数，空间点是已知数，而交会测量时恰恰相反。但是，在机器人视觉导航、折线光路测量［８］等应用

中，常常需要单独使用个别参数。这时需要对投影矩阵进行分解，结果会存在较大的误差，特别是使用简化模

型［９］标定的结果。如以某位置标定分解出的内参作为下一位置标定外参时的内参，位姿估计结果误差很大。

本文通过定性分析和仿真实验验证了等效焦距是影响相机位姿的最主要因素，在可控旋转标定等效焦

距［１０］的方法基础上，提出了基于位姿估计的变化量标定等效焦距的方法。相比之下，该方法不受安装位置

误差影响，受安装姿态角误差影响也较小。在此基础上，提出了一种逐级标定相机各参数的方法，即以等效

焦距、主点、外参数、畸变系数的顺序对各参数逐级独立标定。其中主点采用由空间平面单应约束提供的方

程求解，外参数以线性解为初值的正交迭代［１１］来估计。能够将各参数的相互影响降到最小，避免参数之间

的耦合。实验验证了该方法的正确和高精度。

２　逐级标定方法

若想比较独立地标定相机各种参数，必须分析各参数之间的相互影响关系。下面从相机位姿估计入手，

分析几种主要因素对相机外参数标定的影响程度。根据位姿对等效焦距比较敏感的特点，提出了基于位姿

估计变化量标定等效焦距的方法，然后逐级独立标定剩余参数。

图１ 像点与光心夹角

Ｆｉｇ．１ Ａｎｇｌｅｂｅｔｗｅｅｎｉｍａｇｅｐｏｉｎｔｓａｎｄｏｐｔｉｃａｌｃｅｎｔｅｒ

２．１　基于位姿估计的变化量标定等效焦距

已标定内参的相机是个方向传感器［７］，因为空间中

任意两点同光心的夹角能够利用像点和内参来计算。反

之，在已知像点和夹角的条件下能反算等效焦距，如图１

所示。基于此，文献［１０］提出了基于可控旋转的相机高

精度标定技术。相机固定在坐标轴基本对正、原点基本

重合的可控的二维旋转平台（以下称平台）上。平台带动

相机做微小俯仰（或偏航）运动，运动前后对同一空间点

两次成像，相当于空间点在相机系中围绕相机转动。以

平台俯仰角近似作为像点与光心的夹角，计算列方向等

效焦距为

犳狔 ＝ 狔２－狔１ ／θ＝Δ狔／θ， （１）

同理，平台控制相机做偏航运动时，行方向等效焦距表示为

犳狓 ＝Δ狓／φ． （２）

文献［１０］方法精度较高，但安装条件与运动条件较苛刻。安装姿态角误差要求在１°以内，当光轴方向安装

位移误差大于５ｃｍ时标定结果不准确。一方面，一些平台自身体积较大，相机无法安装在离旋转中心较近

的位置；另一方面，对于组合透镜形式的相机，由于光心位置事先很难确定，安装要求难保证。由于（１），（２）

式是基于微小角度变化量的近似结果，安装误差直接影响求解结果。

所谓“位姿”在相机标定中则指相机的外参数，相机的位姿估计是指在已知内参数条件下估计相机的外

参数，因此有时称为相机外参标定。影响位姿估计的主要因素有：相机内参数，即等效焦距和主点；给定的对

应结构特征如点、直线、轮廓等的精度大小。对于点结构特征，相机中心投影模型为

狓＝犘犡 ＝犓［犚狘犜］犡， （３）

式中犘为投影矩阵，犚为旋转矩阵，犜为平移向量，犡为空间点，狓为像点，都用齐次坐标表示。已知物点、像

点和内参数时就可估计相机的外参数，对（３）式直接线性变换得到

犡Ｔ ０ －狓^犡
Ｔ １ ０ －狓^

０ 犡Ｔ －狔^犡
Ｔ ０ １ －

［ ］
狔^

狉１

狉２

狉３

犜狓

犜狔

犜

熿

燀

燄

燅狕

＝０， （４）
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式中狓^＝ （狓－犮狓）／犳狓，^狔＝ （狔－犮狔）／犳狔 为归一化的图像坐标，狉
Ｔ
犻 对应犚的行。必须指出，此方程要求物点

异面。

主点在图像中心附近，将图像中心作为主点求解方程组会引入一定误差，但是误差有限。由（１）式知，等

效焦距直接影响角度的大小，换句话说，角度对等效焦距比较敏感。

以线性解作为初始值优化位姿的算法有很多，其中正交迭代算法［１１］是一个全局收敛、计算精度和速度

均较好的位姿估计算法。当除了等效焦距外其他已知数都是真实值时优化位姿，只能得到一个近似状态，目

标函数优化值不可能为零。如图２所示，多个空间控制点在真实相机系 Ｏ中成像，其中两点如图中所示。

考虑在空间点与像点都采用真实值，而等效焦距小于真实值情况下估计位姿Ｏ′。由于等效焦距小于真实

值，则像元间距大于真实值。而图像像素坐标值相同，从而成像的实际物理尺寸大于真实值，估计的位姿Ｏ′

必然在Ｏ的前面。因此，空间点在Ｏ′中的夹角比在Ｏ中的大。

图２ 由非真实等效焦距估计位姿

Ｆｉｇ．２ Ｐｏｓｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｕｓｉｎｇｎｏｎｒｅａｌｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ

ｆｏｃａｌｌｅｎｇｔｈ

对于相机系Ｏ由（１）式得到

Δ狔＝犳狔·θ， （５）

而相机Ｏ′与Ｏ图像完全相同，也应该满足

Δ狔＝犳狔·θ， （６）

结合（５）和（６）式得到

犳狔 ＝犳狔·θ／θ． （７）

　　在此，提出基于位姿估计的变化量标定等效焦距的

方法。空间中在犡１ 位置有一组控制点，当相机Ｏ绕犡犮

轴旋转向下旋转θ角后，这组控制点在图像中由位置狓１

变化到狓２。在等效焦距未知时，设定一个初始值，不妨假

设小于真实值。用正交迭代算法估计相机转动前、后的位姿，两次位姿估计的相对变化量就是θ。真实的旋转

角θ仍然使用可控的方法，用平台的旋转角近似代替。利用（７）式计算真实的焦距值。

本文方法不受安装位置误差的影响。由于用平台的俯仰角近似代替相机的俯仰角，安装的姿态角误差

会影响标定精度，但影响程度比文献［１０］要小。以仿真实验来说明，相机行列方向等效焦距都为５０００，平台

与控制点确定的世界系相距１０ｍ，相机与平台间存在安装误差，３个姿态角误差相同，位置的３个方向的误

差也相同。平台带动相机作俯仰运动。由真实参数生成运动前后的图像，给像点添加方差为０．５ｐｉｘｅｌ的随

机噪声。对比两种方法标定出的等效焦距与真实值的相对误差，结果如图３所示，犃ｅ表示姿态角误差。

图３ 等效焦距标定的相对误差结果对比

Ｆｉｇ．３ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｏｆｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ

ｆｏｃａｌｌｅｎｇｔｈｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

由图３中看出，对于相同的姿态角误差，随着安装位

置误差的加大，文献［１０］方法标定的等效焦距的相对误差

不断加大，而本文方法基本不变。位置误差较小时，对于

相同的姿态角误差，本文方法受影响程度较小。原因主要

是当位置误差偏大时，（１）式中的像点坐标差与真实值误

差过大，从而导致等效焦距的计算误差较大。而本文方法

使用的是位姿估计的变化量，不受安装位置误差影响。

行方向等效焦距由平台控制相机做偏航运动来计

算。在设定的焦距与真实值相差太大时，以更新的焦距

值代入（７）式中再次计算焦距作为最终结果。显然，当计

算（７）式中使用的焦距等于真实焦距时，位姿估计的结果

与实际相重合。

２．２　标定主点

空间共面的点与相对应的像点之间由单应犎一一对应［１２］

狓＝犎狓′， （８）

式中狓′＝［犡犢１］Ｔ 为空间平面上点的齐次坐标，空间平面上点的犣坐标为零，代入（３）式得

狓＝犓［犚　犜］犡＝犓［狉１　狉２　犜］狓′， （９）
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对比两（８）和（９）式得

犎＝ ［犺１　犺２　犺３］＝犓［狉１　狉２　犜］， （１０）

根据旋转矩阵犚正交性，消除犚，有

犺Ｔ１犓
－Ｔ犓－１犺２ ＝０，　犺

Ｔ
１犓

－Ｔ犓－１犺１ ＝犺
犜
２犓

－Ｔ犓－１犺２， （１１）

对于扭曲系数为零的相机，式中

ω＝犓
－Ｔ犓－１ ＝

１／犳
２
狓 ０ －犮狓／犳

２
狓

０ １／犳
２
狔 －犮狔／犳

２
狔

－犮狓／犳
２
狓 －犮狔／犳

２
狔 犮

２
狓／犳

２
狓＋犮

２
狔／犳

２
狔＋

熿

燀

燄

燅１

（１２）

为绝对二次曲线的像。

单应提供了内参数的约束，根据空间共面点或共面直线及其对应的像，可计算单应，并用极大似然估计

进行优化。在单应与焦距已知条件下，只有主点的两个未知数。空间平面成像一次，能够提供（１１）式的两个

方程。（１１）式线性变换得

犪１＋犪２狓＋犪３狔＋犪４（狓
２
＋狔

２
＋１）＝０，　犫１＋犫２狓＋犫３狔＋犫４（狓

２
＋狔

２
＋１）＝０， （１３）

式中

狓＝犮狓／犳狓，　狔＝犮狔／犳狔， （１４）

是关于主点的未知数。方程系数分别为

犪１ ＝
犺１１·犺２１
犳
２
狓

＋
犺１２·犺２２
犳
２
狔

，犪２ ＝－
１

犳狔
（犺１１·犺２３＋犺１３·犺２１），犪３ ＝－

１

犳狔
（犺１２·犺２３＋犺１３·犺２２），犪４ ＝犺１３·犺２３，

犫１ ＝
犺２１１－犺

２
２１

犳
２
狓

＋
犺２１２－犺

２
２２

犳
２
狔

，犫２ ＝－
２

犳狔
（犺１１·犺１３＋犺２３·犺２１），犫３ ＝－

２

犳狔
（犺１２·犺１３－犺２３·犺２２），犫４ ＝犺

２
１３－犺

２
２３，

其中犺犻犼 表示单应第犻列的第犼个元素。对比（１３）式两个方程得到

狔＝狆·狓＋狇， （１５）

式中狆＝
犪４·犫２－犫４·犪２
犪３·犫４－犫３·犪４

，　狇＝
犪４·犫１－犫４·犪１
犪３·犫４－犫３·犪４

。

将（１５）式代入（１３）式第一个方程得

犪４（１＋狆
２）狓２＋（犪２＋犪３狆＋２犪４狆狇）狓＋犪１＋犪３狇＋犪４（１＋狇

２）＝０． （１６）

（１６）式为一元二次方程，求解此方程，并利用（１４），（１５）式得到主点坐标的精确值。此方法建立在等效焦距

已标定基础上，避免了平面靶板标定［１２］中同时求解等效焦距与主点而引起的耦合，也降低了求解的难度。

必须指出，为减少镜头畸变的影响，应使空间平面的成像在图像中心附近。此外，当空间平面在一些特

殊位置时，例如，（１０）式中旋转矩阵的旋转角至少两个为零时，可能导致（１３）式中方程的部分系数为零，本文

方法失效。换言之，空间平面在一般位置，本文方法都有解。

２．３　标定外参及畸变系数

在内参高精度求解之后，利用正交迭代算法进行位姿估计，标定相机外参。最后再标定畸变系数，采用

综合考虑径向像差和切向像差的５参数像差模型，求解线性方程组
［２］。

联合平差只是局部最优化方法，且可能使得各参数之间相互影响，形成耦合。因此，标定完成后不再进

行联合平差。

３　实验结果与分析

３．１　标定实验

如图４所示，实验相机采用微视 ＭＶＣ９３０ＤＡＭＧＥ３０，分辨率为１０２４ｐｉｘｅｌ×１０２４ｐｉｘｅｌ，采图频率可达

３０ｆｒａｍｅ／ｓ，镜头焦距标准值为５０ｍｍ，可变焦，两个方向等效焦距相等，扭曲系数为零。辅助测角平台采用

工程用的小型经纬仪，相机固定安装在经纬仪的目镜上，安装姿态角误差１°左右，安装位置误差２０ｃｍ左右。

如图５所示，实验标定控制点共９个，其中前平面上４个点，后平面上５个点。点的坐标精确已知。

标定方法的步骤为
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图４ 标定用相机和平台

Ｆｉｇ．４ Ｃａｍｅｒａａｎｄｐｌａｔｆｏｒｍｕｓｅｄｆｏｒｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ

１）标定等效焦距。首先设定一个值作为等效焦距初

值，采用基于位姿估计的变化量的方法，根据（７）式，即位

姿估计的变化量与实际运动变化量的比例等于实际等效

焦距与设定的等效焦距的比例。标志自动提取消除人工

误差。为消除随机误差，位姿取多次对同一状态估计的

平均值。

２）标定主点。在高精度标定出等效焦距后，利用一

个空间平面上的结构如点、直线或曲线等，计算其与对应

图像的单应。使用前平面上的４个控制点计算单应。利

用单应提供的内参数约束，求解一元二次方程得到主点

的精确解。将步骤１）中位姿估计使用的主点坐标由图

像中心修改为当前值，重新标定等效焦距和主点。前两

步可重复两次，直到结果稳定。

３）标定外参。采用正交迭代算法，以线性解作为初

值，精确估计位姿。

４）标定畸变系数。采用综合考虑径向像差和切向像

差的５参数像差模型，标定线性成像的理想点与实际成

像点之间的关系。

图６为标定控制点的成像，控制点的提取和跟踪都是自动化完成。图７为实验的软件界面，对相机同一

位置进行实验时的、多次的姿态估计，其变化量用曲线形式实时显示。

图５ 标定控制点

Ｆｉｇ．５ Ｃｏｎｔｒｏｌｐｏｉｎｔｓｕｓｅｄｆｏｒｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ

图６ 标定控制点的成像

Ｆｉｇ．６ Ｉｍａｇｅｏｆｃｏｎｔｒｏｌｐｏｉｎｔｓ

图７ 软件界面

Ｆｉｇ．７ Ｓｏｆｔｗａｒｅｉｎｔｅｒｆａｃｅ
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３．２　验证实验

当标定完成后，手动控制平台做某角度的转动，软件实时计算相机位姿的变化量。偏航运动和俯仰运动

的角度范围均为［－３°，３°］，间隔２′记录一次，统计姿态估计的变化量结果与平台转动量之间的误差均方根，

为０．２３′。当安装姿态角很小时
［１０］，平台的转动可近似代替相机的实际转动。由此可知姿态估计的变化量

结果与相机实际运动姿态的变化量相一致，它表明了等效焦距的标定结果可信。

下面来验证相机除等效焦距外其他参数的标定结果。首先利用基于两次非纯平移运动的手眼标定方

法［１３］标定出相机与平台（本文为经纬仪）之间的位姿关系，并记录下相机初始位置的参数。手眼标定过程中

相机标定方法为本文方法。手眼标定出的安装姿态角误差分别为０．３５°，０．２８°，０．５２°，安装位置误差分别为

５０，１７０，２３０ｍｍ。

转动平台到任意位置，需要保证标定物在相机视场范围内，在此位置执行以下三步：

１）此位置相机的外参数可以通过手眼标定结果与平台转动角度直接计算得到，作为外参数的标定参

考值。

２）采用逐级标定方法标定此位置的相机。标定等效焦距需要在此位置基础上再次转动平台，为省略此

运动，等效焦距用相机在初始位置的标定值代替。然后标定主点；利用正交迭代算法估计相机的外参数，作

为外参数的实际标定值；最后标定畸变系数。为消除随机误差的影响，将此位置相机１００次标定结果的平均

值作为最终结果。

３）比较外参数的实际标定值与标定参考值之间的误差。同时比较此位置的主点和畸变系数同上一位置

标定的误差。

将平台转动２０次，得到２０个位置的标定结果。统计所有位置中主点和畸变系数的误差。主点误差均

方差为行方向１．３ｐｉｘｅｌ，列方向１．１ｐｉｘｅｌ，所有畸变系数误差均方差在１０
－４以内。所有位置中外参数的实

际标定值与标定参考值之间的误差为：姿态角误差在１′以内，光心位置误差在５ｍｍ以内。

若相机标定结果中的各参数之间存在耦合，即外参数标定值不能代表其真实的物理含义，则同一位置的

外参数实际标定值与标定参考值之间的偏差应该会很大，各位置的标定结果之间的差别也会很大。而本文

的验证实验结果中的各参数误差的均方差都很小，因此表明，外参数与其真实的物理意义相符，主点与畸变

系数的标定稳定性好。

３．３　误差分析

分析标定误差主要来源于空间控制点坐标误差、像点提取误差和安装姿态角误差三个方面。取多次标

定结果的均值作为最终结果能够有效去除随机误差的影响，但不能消除一些系统差，如已经存在的控制点坐

标误差等。

４　结　　论

提出以等效焦距、主点、外参数、畸变系数的顺序逐级标定的方法，能够有效避免解算中相机各参数间的

耦合，如内参与外参之间，以及自标定中等效焦距与主点之间的耦合。实验验证了该方法的正确和高精度。

标定后不需要进行平差优化就能保证标定精度。各参数与其物理意义相符，可独立使用。

在标定等效焦距时使用了二维旋转平台，逐级标定完成后借助二维旋转平台能够对标定结果的精度进

行检验。结合该标定方法，根据手眼标定的结果，可将相机的坐标轴调整到与二维旋转平台的坐标轴严格平

行，能够更方便地用于机器人视觉导航等场合中。
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