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摘要  激光跟踪仪的转站误差直接影响数据质量。最小二乘（LS）方法只考虑观测向量误差，加权总体最小二乘

（WTLS）方法忽略转站模型的特点，两种算法均存在一些不足。针对激光跟踪仪坐标转换模型的特点，提出了结构

约束总体最小二乘（SCTLS）方法。该方法能够顾及坐标观测值的相关性，提取误差矩阵的特殊结构，从而保证相

同元素的改正数是一致的。同时对待估参数附加限制条件，保证旋转矩阵具有正交性。使用拉格朗日乘数法严密

推导算法的求解步骤，给出了精度评定的公式。仿真结果显示 SCTLS 法的估计参数偏差小于 WTLS 法，准确性更

高；采用合肥光源控制网中的实测数据计算，验证 SCTLS 法的精度更高。与 LS 和 WTLS 算法相比，所提算法更加

严密，能够有效减小转站中的误差积累。
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1　引   言

激光跟踪仪是一种高精度的空间三维坐标测量仪

器，具有操作简单、测量精度高和测量范围广等优点，

广泛应用于粒子加速器准直测量［1-2］、大尺度工业测

量［3-4］和精密机械测量［5-6］等领域。由于测件尺寸和测

量环境的限制［7-9］，需要进行转站测量，然后将所有测

站的数据转换到统一坐标系。转换精度将影响最终的

数据质量，因此针对转站模型研究高精度的转换方法

具有十分重要的意义。

如果只考虑目标坐标系的误差，可以通过建立

Gauss-Markov 模型采用最小二乘（LS）方法求解转换

参数，其中旋转矩阵可以由罗格里格矩阵［10］、四元数［11］

和欧拉角［12］等不同形式表达。以上非线性模型需要迭

代求解。为了提高算法效率，王德元等［13］采用无需迭

代的 Procrustes 方法依次求出旋转矩阵、尺度因子和

平移向量。然而上述方法忽略了系数矩阵的误差，

Gauss-Markov 模型并不严密，得到的参数统计上是有

偏的［14］。

为了解决该问题，众多学者引入总体最小二乘

（TLS）方法求解转换参数。针对系数矩阵存在固定列

的情况，使用基于奇异值分解的混合总体最小二乘方

法求解参数［15］，该方法只能处理等精度的观测值；针对

待估参数具有函数关系的情况，需要使用约束总体最

小二乘方法［16］，该方法要求随机模型必须满足特定的

形式，并不具有通用性；针对误差矩阵中的重复元素，

使用基于变量投影法的结构总体最小二乘方法［17］，但

是需要定义大量稀疏矩阵，计算量较大；为了减小转换

中的粗差影响，Ma 等［18］在总体最小二乘迭代过程中进

行粗差探测，但是算法的计算效率很低，影响其实用

性。李丽娟等［19］使用具有间接平差形式的加权总体最

小二乘（WTLS）方法计算激光跟踪仪转站参数，通过

实验验证其精度高于 LS 方法，然而依旧存在着一些不

足：1）12 个待估参数中只有 7 个独立量，WTLS 没有考

虑参数的函数关系，得到的旋转矩阵并不满足正交性，

难以从中提取角度信息；2）误差矩阵中的重复元素具

有结构性，WTLS 计算的相同元素改正数并不一致；

3）直角坐标系的坐标由球面坐标系转换而来，具有相

关性，WTLS 没有考虑点位坐标观测值的相关性，同

时也缺少精度评定公式。

为了进一步完善 WTLS 法，本文采用结构约束总

体最小二乘（SCTLS）方法求解转站参数。通过引入

约束方程，确保旋转矩阵具有正交性。不同于引入多

个稀疏矩阵［17］，本文仅引入 1 个矩阵用于提取误差矩

阵的结构，从而确保重复元素的改正数是一致的。通

过仿真数据和实测数据的解算，验证了本文算法的有

效性，精度和准确度均较 WTLS 有所提升。
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2　转站模型

如图 1 所示，在测站点架设激光跟踪仪，观测了定

向点 P，得到距离 d、水平角 α和天顶距 β，根据球坐标

和直角坐标的转换，计算定向点的笛卡儿坐标各

分量［20-22］：
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x= d sin β cos α
y= d sin β sin α
z= d cos β

。 （1）

转站前后观测 n个定向点，得到P i= ( xi，yi，zi) T
和

P 'i= ( x'i，y 'i，z'i) T
，其中 i= 1，⋯，n。两台激光跟踪仪进

行转站相当于两个坐标系进行相似变换，令 s、R 1 和 t=
[ t1 t2 t3 ]

T
分别表示相似变换中的比例因子、旋转矩阵

和平移参数，将 s和 R 1 合并为复合矩阵 R = sR 1 =
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

úr1 r2 r3

r4 r5 r6

r7 r8 r9

。在两个测站使用激光跟踪仪观测了 n个

共同的定向点，顾及两个测站的误差，得到误差方程

y + ey = (A + EA ) ξ， （2）

式中：y = [ x1 y1 z1 ⋯ xn yn zn ] T
为观测向量；

ey = [ ex1 ey1 ez1 ⋯ exn eyn ezn ]
T
为 观 测 向 量 的

误差向量；和 ξ= [ vecT (RT ) tT ] T
为待估参数向量，

vec ( )为矩阵按行展开向量算子；A和EA为系数矩阵

及其误差矩阵，

A =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
x'1 y '1 z'1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 x'1 y '1 z'1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 x'1 y '1 z'1 0 0 1

⋮ ⋮
x'n y 'n z 'n 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 x'n y 'n z 'n 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 x'n y 'n z 'n 0 0 1

， （3）
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ex'1 ey '1 ez'1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ex'1 ey '1 ez'1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ex'1 ey '1 ez'1 0 0 0

⋮ ⋮
ex'n ey 'n ez'n 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ex'n ey 'n ez'n 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ex'n ey 'n ez'n 0 0 0

。 （4）

旋转矩阵 R 虽然有 9 个矩阵元素，但它是由 3 个

旋转角构成的正交矩阵，故转站模型中待估参数只有

7 个独立量。为了满足该要求，施加约束方程 c (ξ )=
0，根据矩阵 R 的任意两个行向量的模相等并且互相

正交，约束方程表达为［16］
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[ ξ 2
1 + ξ 2

2 + ξ 2
3 - ξ 2

4 - ξ 2
5 - ξ 2

6 = 0 ]
[ ξ 2

1 + ξ 2
2 + ξ 2

3 - ξ 2
7 - ξ 2

8 - ξ 2
9 = 0 ]

[ ξ1 ξ4 + ξ2 ξ5 + ξ3 ξ6 = 0 ]
[ ξ1 ξ7 + ξ2 ξ8 + ξ3 ξ9 = 0 ]
[ ξ4 ξ7 + ξ5 ξ8 + ξ6 ξ9 = 0 ]

。 （5）

进一步分析转站的随机模型，激光跟踪仪的精度

可以从生产厂家说明书得到，将距离和角度观测值的

精度记为 σd、σα 和 σβ，其误差的单位分别为微米和角

秒。令 ρ表示弧度与角秒之间的转换，将式（1）进行泰

勒展开并保留一阶项，点的坐标协方差矩阵为

D = K
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0 σ 2
α 0

0 0 σ 2
β

KT， （6）
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ρ sin β cos α d cos α sin β d sin α cos β
ρ cos β 0 -d sin β

。（7）

矩阵D是一个非斜对角矩阵，表明其直角坐标各

分量具有相关性。观测值的改正数组成向量

e = [ ex1 ey1 ez1 ex2 ⋯ ex'n ey 'n ez'n ]
T
。 （8）

图 1　激光跟踪仪的坐标系

Fig. 1　Coordinate system of laser tracker

根据式（6）得到所有观测值的随机模型为 D ee =
σ 2

0 Q = σ 2
0 P-1，其中 σ 2

0 为单位权方差，矩阵 Q和 P分别

为协因数矩阵和权阵。

3　参数估计

3.1　公式推导

矩阵 EA 由固定元素和重复出现的误差元素组

成，传统 WTLS 的处理方法是将 EA 进行向量化，即

eA = vec (EA )，这样 eA 中含有许多零元素和相关元

素，随机模型十分复杂。为了在数据处理过程中不改

变其中的常数元素，同时保证相同元素的改正数是一

致的，将式（2）进行变形得到

y - Aξ= [EA ey ]
é
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êê
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ξ

-1
= Be， （9）

式中：矩阵B的作用是提取增广矩阵 [EA ey ]中独立

的误差元素结构，其具体表达式为

B = [-I 3n I n ⊗ R ]， （10）
式中：⊗ 是克罗内克算子；矩阵 I为单位矩阵。

约束方程是非线性的，通过 LS 方法确定参数初值

ξ0，将约束方程在 ξ0 处线性化：

c (ξ )= c (ξ0)+ C (ξ- ξ0)。 （11）
在 min (eTPe)的准则下建立拉格朗日方程

       Φ ( e，ξ，λ，u )= eTPe + 2λT (y - Aξ- Be )+
                            2uT[Cξ- Cξ0 + c (ξ0) ]， （12）

式中：λ和 u为拉格朗日乘子；函数Φ分别对 e、ξ、λ和 u
求导等于 0，得到
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= Pê - B̂T λ̂= 0， （13）
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= (A + ÊA ) T
λ̂+ CTu = 0， （14）
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= y - Aξ̂- B̂ê = 0， （15）
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= Ĉξ̂+ c (ξ0)- Ĉξ0 = 0。 （16）

令 N̂ = (A + ÊA ) T (B̂QB̂T )-1 (A + ÊA ) T
，n̂ 1 =

(A+ ÊA ) T (B̂QB̂T )-1 (y+ ÊA ξ̂ ) 和 n̂ 2 = Ĉξ0 - c (ξ0)，
从上述求导中化简得到误差向量 ê和法方程：

ê = QB̂T (B̂QB̂T )-1 (y - Aξ̂ )， （17）
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化简得到参数 ξ̂的估计结果

ξ̂= N̂-1 n̂ 1 - ĈT (ĈN̂-1 ĈT)-1 (ĈN̂-1 n̂ 1 - n̂ 2)。（19）
最后进行精度评估，单位权误差估计值 σ̂0、参数的

协因数矩阵Q ξ̂ξ̂和协方差矩阵D ( ξ̂ )分别为
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σ̂0 = êTPê ( )n- 7

Q ξ̂ξ̂ = N̂-1 - N̂-1 ĈT ( )ĈN̂-1 ĈT
-1
ĈN̂-1

D ( ξ̂ )= σ̂ 2
0 Q ξ̂ξ̂

。（20）

3.2　迭代步骤

上述模型是一个非线性模型，需要进行迭代求解，

具体的步骤如图 2 所示，其中阈值 δ为一个极小值，实

验中可以设置为 10-10。

3.3　方法拓展

两台激光跟踪仪因仪器制造的差异，尺度因子存

在细微差异，所以需要加入比例因子进行相似转换。

当使用同一个激光跟踪仪在不同测站进行测量时［23］，

比例因子固定为 1，对应的模型为刚体坐标转换。矩

阵 R为正交矩阵，对应 6 个限制方程，在式（5）的基础

上增加约束方程

ξ 2
1 + ξ 2

2 + ξ 2
3 - 1 = 0， （21）

其余步骤不变，即可求出使用一台跟踪仪进行转站时

的转换参数。

3.4　算法对比

表 1 从函数模型、随机模型和待估参数向量等不

同方面总结一般的 WTLS 法与 SCTLS 法的区别。对

比 文 献［16］的 约 束 加 权 混 合 TLS 方 法 和 本 文 的

SCTLS 方法，前者需要保证系数矩阵的随机模型具有

特定的结构，不能处理通用模型；虽然能保证常元素的

改正数为 0，但是重复元素的改正数并不一致；同时求

解过程存在近似，不是得到全局最优解。本文算法完

善了上述不足，提取函数模型中独立元素的结构，算法

更加严密。

图 2　结构约束总体最小二乘求解流程

Fig. 2　Flow chart of solution to SCTLS
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根据式（6）得到所有观测值的随机模型为 D ee =
σ 2

0 Q = σ 2
0 P-1，其中 σ 2

0 为单位权方差，矩阵 Q和 P分别

为协因数矩阵和权阵。

3　参数估计

3.1　公式推导

矩阵 EA 由固定元素和重复出现的误差元素组

成，传统 WTLS 的处理方法是将 EA 进行向量化，即

eA = vec (EA )，这样 eA 中含有许多零元素和相关元

素，随机模型十分复杂。为了在数据处理过程中不改

变其中的常数元素，同时保证相同元素的改正数是一

致的，将式（2）进行变形得到

y - Aξ= [EA ey ]
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= Be， （9）

式中：矩阵B的作用是提取增广矩阵 [EA ey ]中独立

的误差元素结构，其具体表达式为

B = [-I 3n I n ⊗ R ]， （10）
式中：⊗ 是克罗内克算子；矩阵 I为单位矩阵。

约束方程是非线性的，通过 LS 方法确定参数初值

ξ0，将约束方程在 ξ0 处线性化：

c (ξ )= c (ξ0)+ C (ξ- ξ0)。 （11）
在 min (eTPe)的准则下建立拉格朗日方程

       Φ ( e，ξ，λ，u )= eTPe + 2λT (y - Aξ- Be )+
                            2uT[Cξ- Cξ0 + c (ξ0) ]， （12）

式中：λ和 u为拉格朗日乘子；函数Φ分别对 e、ξ、λ和 u
求导等于 0，得到
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= Pê - B̂T λ̂= 0， （13）
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λ̂+ CTu = 0， （14）
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ê，ξ̂，λ̂，û

= Ĉξ̂+ c (ξ0)- Ĉξ0 = 0。 （16）

令 N̂ = (A + ÊA ) T (B̂QB̂T )-1 (A + ÊA ) T
，n̂ 1 =

(A+ ÊA ) T (B̂QB̂T )-1 (y+ ÊA ξ̂ ) 和 n̂ 2 = Ĉξ0 - c (ξ0)，
从上述求导中化简得到误差向量 ê和法方程：

ê = QB̂T (B̂QB̂T )-1 (y - Aξ̂ )， （17）

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úN̂ ĈT
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化简得到参数 ξ̂的估计结果

ξ̂= N̂-1 n̂ 1 - ĈT (ĈN̂-1 ĈT)-1 (ĈN̂-1 n̂ 1 - n̂ 2)。（19）
最后进行精度评估，单位权误差估计值 σ̂0、参数的

协因数矩阵Q ξ̂ξ̂和协方差矩阵D ( ξ̂ )分别为
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σ̂0 = êTPê ( )n- 7

Q ξ̂ξ̂ = N̂-1 - N̂-1 ĈT ( )ĈN̂-1 ĈT
-1
ĈN̂-1

D ( ξ̂ )= σ̂ 2
0 Q ξ̂ξ̂

。（20）

3.2　迭代步骤

上述模型是一个非线性模型，需要进行迭代求解，

具体的步骤如图 2 所示，其中阈值 δ为一个极小值，实

验中可以设置为 10-10。

3.3　方法拓展

两台激光跟踪仪因仪器制造的差异，尺度因子存

在细微差异，所以需要加入比例因子进行相似转换。

当使用同一个激光跟踪仪在不同测站进行测量时［23］，

比例因子固定为 1，对应的模型为刚体坐标转换。矩

阵 R为正交矩阵，对应 6 个限制方程，在式（5）的基础

上增加约束方程

ξ 2
1 + ξ 2

2 + ξ 2
3 - 1 = 0， （21）

其余步骤不变，即可求出使用一台跟踪仪进行转站时

的转换参数。

3.4　算法对比

表 1 从函数模型、随机模型和待估参数向量等不

同方面总结一般的 WTLS 法与 SCTLS 法的区别。对

比 文 献［16］的 约 束 加 权 混 合 TLS 方 法 和 本 文 的

SCTLS 方法，前者需要保证系数矩阵的随机模型具有

特定的结构，不能处理通用模型；虽然能保证常元素的

改正数为 0，但是重复元素的改正数并不一致；同时求

解过程存在近似，不是得到全局最优解。本文算法完

善了上述不足，提取函数模型中独立元素的结构，算法

更加严密。

图 2　结构约束总体最小二乘求解流程

Fig. 2　Flow chart of solution to SCTLS
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4　仿真与实验分析

上述内容详细给出 SCTLS 法的推导过程和算法

流程。为了证明其有效性，采用仿真和真实测量数据

进行分析验证。

4.1　仿  真

因为实际测量中测量的真值很难得到，通过仿真

添加随机误差模拟得到观测值，计算不同算法得出的

参数估计值与真值的绝对偏差，进而衡量不同算法的

准确度。

通过 MATLAB 模拟激光跟踪仪的转站测量，在

10 m×5 m×3 m 的空间内生成 6 个定向点和 2 个测站

点，如图 3 所示。设置转换参数真值为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

R͂ =
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0.905757 0.422361 -0.034899
-0.422022 0.906428 0.014441

0.039001 -0.001107 0.999239
t͂ = [ ]-3801.548 2432.402 -775.688 T

。（22）

根据激光跟踪仪的仪器精度，在距离和角度真值

上添加 σd = 0.8 × 10-6d、σα = 2″和 σβ = 2″的随机误

差，分别采用以下三种算法求出计算转站参数：1）本

文提出的 SCTLS 法；2）WTLS 法；3）经典的 LS 估

计。重复仿真 100 次，每次结果矩阵 R̂ 和平移参数 t̂

的绝对偏差 ε (R̂) = ∑
i= 1

9

|| r̂ i - r͂ i 和 ε ( t̂) = ∑
i= 1

3

|| t̂ i - t͂ i 如

图 4 所示。表 2 统计了 100 次绝对偏差的均值。绝对

偏差是衡量估计准确度的指标，绝对偏差越小，准确

度越高。

表 1　WTLS 和 SCTLS 的对比

Table 1　Comparison between WTLS and SCTLS

Items

Functional model

Statistics model

Dimension of Q

Character of Q

Expression of e

Dimension of e

Repeated elements

Character of R̂ 1

Number of independent elements of ξ

Precision evaluation

WTLS

y + ey = (A + EA ) ξ

blkdiag (QA, Q y)
13n× 13n

Off-diagonal

e = [vecT (EA ) eT
y ]T

13n× 1

Different

Non-orthogonal

12

None

SCTLS

Eqs. (2) and (5)

Q ee

6n× 6n

Diagonal

Eq. (7)

6n× 1

Same

Orthogonal

7

Eq. (19)

图 3　转站测量示意图

Fig. 3　Schematic diagram of measurement by different stations

图 4　100 次仿真的绝对偏差。（a） ε (R̂)；（b）ε ( t̂)
Fig. 4　Absolute bias in 100 simulations. (a) ε (R̂); (b) ε ( t̂)

表 2　绝对偏差的均值统计

Table 2　Average of absolute bias in simulation

Method

SCTLS

WTLS

LS

ε ( R̂ ) /10-4

1.144

1.776

2.698

ε ( t̂ ) /mm

0.196

0.315

0.510

从图 4 和表 2 可以看出：1）LS 估计的绝对偏差在

三种算法中是最大的，验证了 LS 估计忽略系数矩阵的

误差，得到的参数估值是有偏的；2）SCTLS 估计和

WTLS 估计的表现较 LS 估计有所提升，说明顾及两

个测站的误差能够提高精度；3）SCTLS 法的两个绝对

偏差均值分别为 WTLS 估计的 64.4% 和 62.2%，准确

度明显提升，这是因为本文算法能够顾及函数模型中

的系数矩阵的结构和待估参数的约束，数据处理方法

更加严密。

4.2　测量数据

采用合肥光源升级改造过程中的两个位于储存

环中测站的测量数据［24］，如表 3 所示，其中 P2~P4 为

一级控制网点，HCG07~HCG11 为二级控制网点。

采用了两台 Leica LTD840 激光跟踪仪，测距精度为

0.8 μm/m，测角精度为±2″，通过式（6）计算得到坐标

观测值的随机模型。LS 法因为在仿真中存在明显偏

差，所以被排除在外。SCTLS 法和 WTLS 法的计算

结果为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

R̂ SCTLS =
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0.833094 -0.553133 0.000009
0.553133 0.833094 -0.000083
0.000039 0.000074 1.000001

t̂SCTLS = [ ]2250.421746 1558.254985 1619.210379 T

，

（23）
ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

R̂WTLS =
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0.833092 0.553137 0.000042
-0.553132 0.833093 0.000056

0.000020 -0.000099 1.000001
t̂WTLS = [ ]2250.416246 1558.259738 1619.226406 T

。

（24）
对于 SCTLS 法，σ̂= 0.789582，旋转矩阵参数对

应协因数为 10-6×
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú2.4 2.0 7.4
1.9 2.4 5.6
5.9 7.2 1.8

，平移参数的协因

数为 [0.011356 0.008215 0.014211] 

T；对于 WTLS
法，σ̂= 0.907428。

两种方法计算 P2 的误差矩阵分别为

E SCTLS
A = 10-2 ×

é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0.9 -1.4 0.7 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0.9 -1.4 0.7 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0.9 -1.4 0.7 0 0 0

， （25）

EWTLS 
A = 10-2 ×

é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0.6 -4.1 0.9 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -0.3 2.4 3.9 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0.2 -0.1 0.4 0 0 0

。 （26）

其他点的误差矩阵形式和 P2 一致，因此仅列出该

点的误差矩阵。图 5 给出两种方法的转站误差，即跟

踪仪 A 测量的定向点经过转站后坐标和跟踪仪 B 定向

点坐标的距离。

从上述结果中可以看出：1）本文算法通过限制条

件，估计的旋转矩阵为正交矩阵，反算比例因子为 s=
1.000001075，绕 z轴、y轴和 x轴的三个旋转角分别为

33.5822°、-0.0022°和 0.0043°，其中绕 y轴和 x轴的旋

转角接近于 0，说明两台激光跟踪仪基本处于整平状

态，s接近 1 表明跟踪仪的尺度差异很小，而 WTLS 法

没有考虑参数之间的函数关系，对应的 R̂的行向量之

间不具有正交性，无法计算出比例参数和旋转参数。

由此可见添加约束方程的合理性。2）本文算法的单位

权中误差为 0.789582，小于 WTLS 法的 0.907428，同
时 SCTLS 方法弥补了 WTLS 缺少精度评定的不足，

从 Q ξ̂ξ̂ 的量级（旋转矩阵和平移参数的协因数量级分

别为 10-6 和 0.01）看出本文算法参数内符合精度高。

3）对比误差矩阵 ÊA，本文算法的误差矩阵中每一行的

表 3　合肥光源中激光跟踪仪观测值

Table 3　Observations from laser tracker in Hefei Light Source
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从图 4 和表 2 可以看出：1）LS 估计的绝对偏差在

三种算法中是最大的，验证了 LS 估计忽略系数矩阵的

误差，得到的参数估值是有偏的；2）SCTLS 估计和

WTLS 估计的表现较 LS 估计有所提升，说明顾及两

个测站的误差能够提高精度；3）SCTLS 法的两个绝对

偏差均值分别为 WTLS 估计的 64.4% 和 62.2%，准确

度明显提升，这是因为本文算法能够顾及函数模型中

的系数矩阵的结构和待估参数的约束，数据处理方法

更加严密。

4.2　测量数据

采用合肥光源升级改造过程中的两个位于储存

环中测站的测量数据［24］，如表 3 所示，其中 P2~P4 为

一级控制网点，HCG07~HCG11 为二级控制网点。

采用了两台 Leica LTD840 激光跟踪仪，测距精度为

0.8 μm/m，测角精度为±2″，通过式（6）计算得到坐标

观测值的随机模型。LS 法因为在仿真中存在明显偏

差，所以被排除在外。SCTLS 法和 WTLS 法的计算

结果为

ì

í
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ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

R̂ SCTLS =
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0.833094 -0.553133 0.000009
0.553133 0.833094 -0.000083
0.000039 0.000074 1.000001

t̂SCTLS = [ ]2250.421746 1558.254985 1619.210379 T

，

（23）
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R̂WTLS =
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ê
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ê
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û

ú
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ú
ú

ú0.833092 0.553137 0.000042
-0.553132 0.833093 0.000056

0.000020 -0.000099 1.000001
t̂WTLS = [ ]2250.416246 1558.259738 1619.226406 T

。

（24）
对于 SCTLS 法，σ̂= 0.789582，旋转矩阵参数对

应协因数为 10-6×
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú2.4 2.0 7.4
1.9 2.4 5.6
5.9 7.2 1.8

，平移参数的协因

数为 [0.011356 0.008215 0.014211] 

T；对于 WTLS
法，σ̂= 0.907428。

两种方法计算 P2 的误差矩阵分别为

E SCTLS
A = 10-2 ×

é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0.9 -1.4 0.7 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0.9 -1.4 0.7 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0.9 -1.4 0.7 0 0 0

， （25）

EWTLS 
A = 10-2 ×

é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0.6 -4.1 0.9 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -0.3 2.4 3.9 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0.2 -0.1 0.4 0 0 0

。 （26）

其他点的误差矩阵形式和 P2 一致，因此仅列出该

点的误差矩阵。图 5 给出两种方法的转站误差，即跟

踪仪 A 测量的定向点经过转站后坐标和跟踪仪 B 定向

点坐标的距离。

从上述结果中可以看出：1）本文算法通过限制条

件，估计的旋转矩阵为正交矩阵，反算比例因子为 s=
1.000001075，绕 z轴、y轴和 x轴的三个旋转角分别为

33.5822°、-0.0022°和 0.0043°，其中绕 y轴和 x轴的旋

转角接近于 0，说明两台激光跟踪仪基本处于整平状

态，s接近 1 表明跟踪仪的尺度差异很小，而 WTLS 法

没有考虑参数之间的函数关系，对应的 R̂的行向量之

间不具有正交性，无法计算出比例参数和旋转参数。

由此可见添加约束方程的合理性。2）本文算法的单位

权中误差为 0.789582，小于 WTLS 法的 0.907428，同
时 SCTLS 方法弥补了 WTLS 缺少精度评定的不足，

从 Q ξ̂ξ̂ 的量级（旋转矩阵和平移参数的协因数量级分

别为 10-6 和 0.01）看出本文算法参数内符合精度高。

3）对比误差矩阵 ÊA，本文算法的误差矩阵中每一行的

表 3　合肥光源中激光跟踪仪观测值

Table 3　Observations from laser tracker in Hefei Light Source

Number

1

2

3

4

5

6

7

8

Name

P2

P3

P4

HCG07

HCG08

HCG09

HCG10

HCG11

Laser tracker A observation

d /mm

5130.34

1804.06

2728.38

1410.30

4836.53

4286.10

1819.21

3126.54

α /（∘）

-149.7184

-97.0605

113.2676

121.7104

173.0513

-171.1741

123.8746

176.5045

β /（∘）

84.7385

74.8887

80.0798

174.2693

106.8160

109.0869

140.3887

116.5998

Laser tracker B observation

d /mm

3679.01

3679.01

3678.79

2677.13

1969.89

1404.26

2334.53

317.92

α /（∘）

-89.9996

-0.0035

89.9947

37.3065

-164.6853

-122.2511

59.5167

137.0496

β /（∘）

55.3951

55.3948

55.3928

85.3736

83.5931

81.0910

84.6475

46.4115
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非零元素是相同的，和函数模型中的误差矩阵结构一

致，而 WTLS 方法得到的误差矩阵中重复元素并没有

规律，从而验证了本文结构矩阵的有效性。4）从图 5
可知，本文算法得到的绝大部分点转站误差小于

WTLS 算法结果，计算 SCTLS 和 WTLS 的转站平均

点位误差分别为 0.016 mm 和 0.024 mm，进一步证明

了本文算法在精度上有所改进。

5　结   论

在精密测量数据处理过程中，需要针对求解的模

型特点设计对应的算法。本文针对转站模型的特点，

采用结构约束总体最小二乘方法求解转换参数，通过

引入结构矩阵和限制方程，确保误差矩阵中相同元素

具有相同改正数、旋转矩阵具有正交性，完善了现有的

WTLS 算法，理论更加严密。实验结果显示：本文算

法旋转矩阵和误差矩阵更加符合实际，旋转矩阵和平

移向量的估计量精度和准确度更高，能够减小跟踪仪

转站时的误差积累，具有一定的工程意义。本文的精

度评定公式可以进一步指导减小转站误差，比如通过

提高仪器测量精度来减小点位方差，以及研究更好的

点位分布进而改善系数矩阵的结构，都能够进一步提

高转站精度。目前研究还局限于两个测站之间的数据

进行转换，实际过程中需要架设多个测站进行测量。

下一步将拓展本文算法至多站激光跟踪仪数据转站融

合，使其在粒子加速器准直二级控制网的数据处理等

实际问题中具有应用价值。
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Abstract

Objective　Due to the influence of object size and measurement environment, we usually use the laser tracker to measure at different 
positions and then fuse the observation data of different stations into the same coordinate system. The transformation error of the laser 
tracker directly affects the quality of the observation results, so it is significant to study the high-precision transformation adjustment 
method for the laser tracker. The traditional least squares (LS) method, as a widely used method, can only consider the error in the 
observation vector. This assumption does not satisfy the actual situation and the estimated parameters by LS are biased statistically. 
The existing weighted total least squares (WTLS) method can consider the random error in the coefficient matrix and observation 
vector at the same time. Although WTLS overcomes the shortcomings of the LS method, this method still has some problems. For 
example, the rotation matrix obtained by WTLS is not orthogonal and the error matrix by WTLS does not meet the structural 
characteristics.

Methods　To overcome the shortcomings of the existing methods, we propose a new improved adjustment method suitable for the 
transformation of laser tracker, which is called the structured constrained total least squares (SCTLS) method. This new method does 
not require any limitations for the statistical model and can take into account the correlation of coordinate observations. SCTLS uses a 
new structure matrix to describe the special structure corresponding to the error matrix so that the corrections of the same elements are 
consistent. At the same time, this method imposes restrictions on the parameters to be estimated to ensure the orthogonality of the 
rotation matrix. Because the transformation model is nonlinear, we use the Lagrange multiplier method to rigorously derive and give 
the iterative solutions of the algorithm in detail. Finally, the first-order accuracy of the parameters is evaluated. The proposed method 
is able to handle both similar and rigid coordinate transformations by controlling the number of constraints. We compare the differences 
between the proposed algorithm and the WTLS method to show that the SCTLS algorithm is more rigorous.

Results and Discussions　The simulations and measured experiments are designed to compare our algorithm with the LS method 
and WTLS method. In the simulations, we measure six observation points in two laser trackers stations. After adding random errors, 
the absolute biases corresponding to rotation and translation parameters for different methods are compared. The performance of the 
LS method is the worst, and the two absolute bias indicators of SCTLS are 64.4% and 62.2% of those of WTLS, respectively 
(Table 2), which means that the precision of our method has been significantly improved. The data from two stations in the storage 
ring of Hefei Light Source are selected to verify the effectiveness of our algorithm. The error of unit weight for SCTLS is 0.789582, 
which is smaller than that of the WTLS method. At the same time, it has been verified that the rotation matrix obtained by SCTLS is 
orthogonal and the corrections of repeated elements in the error matrix are consistent. However, the WTLS method does not obtain 
an orthogonal rotation matrix, which makes it difficult to calculate the rotation angle from the rotation matrix. At the same time, the 
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error matrix of WTLS is not structured. The average point errors after the transformation of SCTLS and WTLS are 0.016 mm and 
0.024 mm, respectively (Fig. 5). The above results in the simulations and measured experiments prove the effectiveness of our 
algorithm, which can improve the adjustment accuracy of the transformation parameters.

Conclusions　The proposed algorithm is more rigorous and makes some improvements based on the existing WTLS algorithm. By 
introducing constraint conditions and the structure matrix, the error accumulation in the transformation of the laser tracker can be 
effectively reduced. It should be noted that the proposed method is limited to the conversion of data between two measuring stations. 
In the actual process, multiple measuring stations need to be set up for measurement. In the next step, the proposed method will be 
extended to multi-station laser tracker data fusion, so that it will have higher application value in practical engineering problems.

Key words measurement; laser tracker; structured constrained total least squares; iterative algorithm; transformation accuracy
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