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基于K⁃L模式的SPGD控制算法波前校正
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摘要  随机并行梯度下降  （SPGD）算法是无波前探测自适应光学（AO）系统最常用的控制算法，这种方法一般以变

形镜的驱动电压作为控制参数。但随着变形镜单元数的增加，以变形镜驱动电压作为控制参数的 AO 系统的收敛

速度将会大大降低，常采用模式法来降低控制参数的维度。对比分析了不同单元数的变形镜对 K‑L 模式和 Zernike
模式各阶像差的拟合能力，并以大气湍流影响下的光波波前像差作为校正对象，分别考察了 K‑L 模式和 Zernike 模

式系数作为控制参数时的 AO 系统的收敛速度和校正效果。结果表明：以常规 SPGD 控制算法（以驱动器电压作为

控制参数）的收敛情况作为参考指标时，基于 K‑L 模式的 SPGD 控制算法和基于 Zernike 模式的 SPGD 控制算法的

收敛速度相较于常规 SPGD 控制算法分别提升了 47.5% 和 29.4%。当大气湍流强度分别为 10、15、20 时，以 K‑L 模

式系数作为控制参数时的校正效果和收敛速度均优于以 Zernike 模式系数作为控制参数时的情况。以上研究结果

为基于 K‑L 模式的 SPGD 控制算法的实际应用提供了参考。
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1　引　　言

无波前探测自适应光学  （AO）系统无需波前测量

和重构，具有系统结构简单、稳定性高、体积小等特点，

得 到 了 广 泛 研 究 和 应 用［1-5］。 随 机 并 行 梯 度 下 降  
（SPGD）算法是无波前探测自适应光学系统中应用最

为广泛的一种控制算法，相比于爬山法、遗传算法、模

拟退火算法等具有并行优化、实现简单、收敛速度快等

优点［6-7］。常规的 SPGD 算法一般以变形镜的驱动电

压作为控制参数，变形镜的单元数就是控制参数的维

度，这种方法简单易行，适用于单元数少且对收敛速度

没有要求的自适应光学系统。自适应光学应用领域日

益拓展，对变形镜单元数的要求逐渐提升，如目前大口

径的天文望远镜系统中变形镜单元数可达上千个。以

变形镜驱动电压作为无波前探测 AO 系统的控制参数

时，变形镜单元数增多意味着控制参数的维度变大，算

法的寻优空间也会随之变大，容易导致算法收敛速度

变慢。理论上，SPGD 算法的收敛速度以 N 的速度

下降（其中 N为变形镜单元数）。陈波等［8］分别以 7、
19、37、61 单元变形镜为例，实验验证了上述关系。

研究者常采用不同类型的模式系数作为控制参数

来降低维度，如 Zernike 模式系数［9-12］等。文献［11］将

模式法和区域法结合起来提高算法收敛速度；王志强

等［12］发现，系统对扰动幅度敏感，且 Zernike 模式数越

高，对校正效果的破坏越严重。理论上，Zernike 多项

式虽在圆域孔径内正交，但在中心遮拦的环形孔径内

不再正交，系数之间存在交叉耦合现象，不再具有明确

的物理含义。使用 Zernike 模式计算 Kolmogorov 湍流

中振幅的协方差矩阵即所谓的 Noll 矩阵时，对角线外

存在非零元素［13］。这种内含的模式间的串扰特性表明

了模式之间的统计依赖性，这在一定程度上限制了基

于这些模式的 AO 系统的校正能力。

本 文 使 用 源 自 Zernike 模 式 的 K-L（Karhunen-

Loève）模式系数作为无波前探测自适应光学系统的

控制参数，首先分析了采用 K-L 模式的合理性，然后对

比分析了不同单元数变形镜对 K-L 模式和 Zernike 模

式各阶像差的拟合能力，最后对以变形镜驱动器、K-L
模式和 Zernike 模式系数为控制参数时 AO 系统的收

敛速度和校正效果进行了对比分析。研究结果为实际

应用提供了参考。

2　原理介绍

2.1　K⁃L模式介绍

一般来说，Zernike 多项式是光波波前像差分解最

常用的多项式，最初被用来描述凹面镜上的衍射效

应［14］。 Noll［15］通 过 扩 展 Fried［16］的 工 作 ，给 出 了
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Kolmogorov 湍流［17］统计量的多项式描述。Zernike 多

项式的标准化定义为

Zj( r，θ)=
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n ( )r ，              m= 0

n+ 1 Rm
n ( )r cos mθ， m≠ 0，j is even
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n ( )r sin mθ， m≠ 0 ， j is odd

，（1）
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2 - h ！
r n- 2h，

（2）
式中：0 ≤ r≤ 1 和 0 ≤ θ≤ 2π 为圆的极坐标；Zj( r，θ)为
第 j项 Zernike多项式， j为自然指数，用来表示 n、m两个

数，且满足 n= ceil [ (-3 + 9 + 8j- 1 ) 2 ]，使用 ceil

函数将参数映射到最接近的最大整数；n为径向频率数，

m为角向频率数，满足m≤ n，n-m为偶数；h为任意正

整数；径向函数Rm
n ( r )为 r的 n次多项式。当校正前 J个

模式时，波前残差为φφ r=∑j= 1
∞

jDZj-∑j= 1
J D j Z j，D j为

Zernike 模式系数矩阵，利用 Zernike 多项式可以预测出

畸变波前的校正度。使用 Zernike模式计算 Kolmogorov
湍流中振幅的协方差矩阵即所谓的 Noll 矩阵时，对角

线外存在非零元素，如图 1 所示。这种内含的模式间

的串扰表明了模态之间的统计依赖性，其限制了基于

这些模态的 AO 系统的校正能力。为了克服这些统计

依赖性，研究者提出了一种替代模式，即 K-L 模式［11］。

K-L 模式可以基于 Zernike 模式通过正交化得到，

在 求 解 Kolmogorov 湍 流 中 波 前 协 方 差 函 数 的

Karhunen-Loève 积分方程时，可以得到完整的标准正

交基集。变形镜面形拟合 Zernike 模式时有

∑
j= 1

M

D j Z j ( x，y )= ∑
i= 1

N

UiV i ( x，y )+ E ( x，y )，（3）

式中：Ui和 V i ( x，y )分别为第 i个变形镜驱动器 ( x，y )
处的控制电压和影响函数；M为 Zernike 阶数；E ( x，y )
为波前拟合残差。K-L 模式最优模态分解表达式为

Kl ( r，θ )=∑j= 1
∞ Ujl Zj ( r，θ )， （4）

式中：Ujl为第 l个 K-L 模式第 j项系数。定义一个酉矩

阵U = (Ujl )，将 Zernike 系数向量A转换为 K-L 系数向

量B，即

B = U*A。 （5）

根据 K-L 模式关系矩阵定义，B 的协方差矩阵是对角

矩阵。K-L 模式协方差矩阵如图 2 所示，非对角线已

无非零元素，具有完全正交性。

由以上分析可知，K-L 模式在模拟 Kolmogorov 大

气湍流时，与 Zernike 模式具有同样的表征能力，因此

K-L 模式同样可以作为模式法波前校正的基函数。

2.2　SPGD算法介绍

SPGD 算法利用性能指标和控制参量的变化量进

行梯度估计，以迭代方式在梯度方向上进行搜索。常

规 SPGD 算法的控制参量选择变形镜控制电压，在这

里优化为像差模式系数。第 k次迭代时，控制参量 ββ
的计算公式为

ββ( k ) = ββ( k- 1 ) + αΔββ( k ) Δj( k )， （6）
式 中 ：ββ( k ) 为 第 k 次 迭 代 时 的 M 阶 像 差 系 数 向 量 ；

Δββ( k ) = (Δβ1，Δβ2，⋯，ΔβM ) ( k )
为第 k次迭代时施加的

随机扰动向量；Δj( k ) 为第 k次迭代时的性能指标变化

量；α为增益系数。最后需要将求得的系数转化为驱

动器电压参数，即

u( k ) = C-1
V CVFββ( k )， （7）

式中：u( k ) = (u1，u2，⋯，uN ) ( k )
为驱动器上的电压；CV 为

变形镜影响函数自相关矩阵；CVF 为变形镜影响函数

和像差系数的互相关矩阵；C-1
V CVF 为电压转换矩阵。

3　变形镜拟合能力分析

由 2.2 节分析可知，控制算法将各阶模式作为基函

数求解模式系数，再利用式（7）将模式系数转换为变形镜

驱动器电压系数。在一定程度上，变形镜对各阶基函数

的拟合能力影响着自适应光学系统的闭环校正效果。

根据变形镜的拟合能力来确定模式的阶数，在保证校正

能力的同时，可以减小系统控制参数的维度，从而缩小

寻优空间，提高算法的收敛速度。本小节分析不同单

元数的变形镜对 K-L模式和 Zernike模式的拟合能力。

分别利用 32、61、97、127 单元数的变形镜来拟合

Zernike 模式和 K-L 模式。图 3 给出了 61 单元和 97 单

元对 Zernike 模式和 K-L 模式的拟合能力，其中第 1 行

为变形镜对 Zernike 模式的拟合情况，第 2 行为变形镜

对 K-L 模式的拟合情况，原始波前相位均方根（RMS）
值用实线表示，变形镜（DM）拟合波前相位的 RMS 值

用带“○”符号的实线代表，残余波前相位的 RMS 值用

带“*”符号的实线表示，λ表示波长。

图 1　Zernike 模式系统的前 6 个模式的协方差矩阵

Fig.  1　Covariance matrix of first six modes of Zernike mode 
system

图 2　K-L 模式系统的前 6 个模式的协方差矩阵

Fig.  2　Covariance matrix of first six modes of K-L mode system
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由图 3 可以发现：变形镜拟合 K-L 模式时相对稳

定，拟合 Zernike 模式时呈跳跃式，拟合能力不稳定。

以误差率 η（波前复原误差），即波前拟合残差 E ( x，y )
与拟合波前 φ ( x，y )的均方根值之比，作为变形镜对两

种模式拟合能力的评价指标。

η= ERMS ( x，y ) /φRMS ( x，y )， （8）
式 中 ：ERMS ( x，y ) 为 波 前 拟 合 残 差 的 均 方 根 值 ；

φRMS ( x，y )为拟合波前的均方根值。

如果误差率 η值小于 1，说明拟合有效。误差率越

小，说明拟合能力越好［18］。四种不同单元的变形镜对

两种模式单阶像差的拟合能力对比如图 4 所示。

从图 4 可以看出，32、61、97、127 单元变形镜分别

对前 22 阶、55 阶、79 阶、91 阶 K-L 模式有拟合能力，对

前 20 阶、36 阶、54 阶、68 阶 Zernike 模式有拟合能力。

由以上数据可知，变形镜对 K-L 模式的拟合能力高于

Zernike 模式，更多的模式数意味着更强的校正能力。

对于无波前探测 AO 系统，当使用相同的模式阶数即

相同的控制参数维数时，基于 K-L 模式的 SPGD 控制

算法可以获得更好的校正能力。

4　闭环校正结果分析

本文采用文献［19］中的像差模拟方法来生成待校

正的波前像差，该方法生成的波前畸变细节丰富，同时

包含充足的低频信息，反映了大气湍流能量主要集中

在低频区域的特征。对于受大气湍流影响的波前像

差，去掉两个方向的倾斜后，3~10 阶像差占据 70% 左

右，3~27 阶低阶像差占据 90% 左右，因此低阶模式校

正对于受大气湍流影响的波前像差校正具有一定的实

际意义。在以下模拟分析中，将受不同湍流影响的波

前像差作为校正对象，以 D/r0值的大小表征湍流影响

的程度，其中，D为望远镜口径，r0 为大气相干长度。

以 61 单元变形镜为例，随机选取不同湍流影响下的各

图 3　两种单元变形镜对两种模式的拟合曲线图

Fig. 3　Fitting curves of two element deformable mirrors to two modes

图 4　四种变形镜对两种模式多项式的拟合能力对比

Fig.  4　Comparison of fitting ability of four deformable mirrors 
to polynomials of two modes
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100 frame 相屏作为校正对象，以其统计平均结果作为

模拟实验的结果。使用远场光斑的平均半径 RMR

（MR）作为控制算法的优化指标，RMR 定义为

RMR =
∬ ( )x″- x′

2 + ( )y″- y′
2
I ( )x″，y″ dx″dy″

∬ I ( )x″，y″ dx″dy″
，（9）

式中：I ( x″，y″)为畸变波前对应的远场光斑能量分布；

x′为质心的横坐标；y′为质心的纵坐标。

另外，在模拟过程中，同时记录了斯特列尔比

（SR）的变化情况。

4.1　基于两种模式的 SPGD 算法与常规 SPGD 算法

的校正结果对比

以 D/r0=5 条件下的像差作为校正对象，以常规

SPGD 控制算法的收敛情况作为参考指标，分别考

察基于 K-L 模式的 SPGD 控制算法和基于 Zernike 模

式的 SPGD 控制算法的校正性能。在具体分析中，

以达到常规 SPGD 控制算法校正能力的 80% 为标

准，选取两种模式各自需要的阶数，结果如图 5 所

示。其中，图 5（a）为 RMR 的变化曲线，图 5（b）为相

应的 SR 变化曲线，点划线代表常规 SPGD 算法，实

线代表基于 K-L 模式的 SPGD 控制算法，虚线代表

基于 Zernike 模式的 SPGD 控制算法。由图 5（b）可

知，常规 SPGD 控制算法的 SR 最终收敛值为 0.95，
取校正能力的 80% 即为 0.816。以 SR 达到 0.8 为标

准，两种模式各需前 20 阶模式即可满足要求，K-L 模

式校正后 SR 达到 0.838，Zernike 模式校正后 SR 达到

0.825。

在无波前探测自适应光学系统中，当比较不同控

制方法的校正速度时，通常基于相同的软硬件实现环

境，以系统达到一定的校正性能时所需要的迭代次数

来衡量控制方法的收敛速度。下面分别分析优化驱动

器电压、K-L 模式系数和 Zernike 模式系数时 SR 取 0.8
情况下所需要的迭代次数。

当 SR 达到 0.8 时，基于 K-L 模式的 SPGD 控制

算 法 、基 于 Zernike 模 式 的 SPGD 控 制 算 法 和 常 规

SPGD 控制算法分别需要 122、139、180 次迭代，基于

两 种 模 式 的 SPGD 算 法 的 收 敛 速 度 相 对 于 常 规

SPGD 算法分别提升了 47.5% 和 29.4%。由上述分

析可知：基于两种模式的 SPGD 算法牺牲了一定的

校正效果，但得到了更快的校正速度，并且对比收敛

速度和校正效果，基于 K-L 模式的 SPGD 控制算法

比 基 于 Zernike 模 式 的 SPGD 控 制 算 法 校 正 结 果

更好。

4.2　基于两种模式的 SPGD算法的校正结果对比

为了验证基于 K-L 模式的 SPGD 控制算法在不同

湍流强度下的校正效果，以 61单元变形镜为例，以D/r0

为 10、15、20 时的波前像差为校正对象。由于 3~27 阶

低阶像差占据大气湍流影响像差 90% 左右，两种模式

都选取 3~27 阶进行校正。以 100 frame 相屏的统计平

均数据作为校正结果，指标收敛情况如图 6~8 所示。

图 6~8 分别对应D/r0为 10、15、20 时的 RMR 和 SR 变化

曲线，其中，实线为基于 K-L 模式的 SPGD 控制算法的

收敛情况，虚线对应基于 Zernike 模式的 SPGD 控制算

法的收敛情况。

由图 6~8 可知：在相同的模式阶数下，基于 K-

L 模式的 SPGD 控制算法的系统收敛速度和收敛

值 均 优 于 基 于 Zernike 模 式 的 SPGD 算 法 ，以 基 于

K-L 模式的 SPGD 控制算法的收敛效果的 80% 作

为标准，将基于两种模式的 SPGD 算法的迭代次数

进 行 对 比 ，并 给 出 了 SR 最 终 收 敛 值 ，结 果 如 表 1
所示。

从表 1 数据可以得到：当 D/r0 分别为 10、15、20
时，基于 K-L 模式的 SPGD 控制算法达到收敛所需要

的迭代次数比基于 Zernike 模式的 SPGD 算法分别少

46、69、77 次，系统收敛速度分别提高 45%、63% 和

40%。以上结果表明基于 K-L 模式的 SPGD 控制算法

的收敛速度在不同湍流强度下优于基于 Zernike 模式

的 SPGD 控制算法。

图 5　基于两种模式的 SPGD 算法与常规 SPGD 算法的校正结果对比。（a）RMR；（b）SR
Fig. 5　Comparison of correction results among SPGD algorithms based on two modes and conventional SPGD algorithm. (a) RMR; (b) SR

5　结　　论

优化驱动器电压的 SPGD 控制算法是目前无波前

探测自适应光学系统中应用较为广泛的一种控制算

法。变形镜驱动器的通道数决定了控制参数的维度，

变形镜通道数越多其校正效果越好，但容易导致系统

收敛速度降低。基于模式法的 SPGD 控制算法能够有

效解决这种矛盾。以模式系数为优化的控制参数时可

缩小算法寻优空间，提高算法收敛速度。对比分析了

不同单元数的变形镜对 K-L 模式和 Zernike 模式各阶

图 6　D/r0=10 时基于两种模式的 SPGD 算法的校正结果对比。（a）RMR；（b）SR
Fig.6　Comparison of correction results between SPGD algorithms based on two modes when D/r0=10. (a) RMR; (b) SR

图 7　D/r0=15 时基于两种模式的 SPGD 算法的校正结果对比。（a）RMR；（b）SR
Fig. 7　Comparison of correction results between SPGD algorithms based on two modes when D/r0=15. (a) RMR; (b) SR

图 8　D/r0=20 时基于两种模式的 SPGD 算法的校正结果对比。（a）RMR；（b）SR
Fig. 8　Comparison of correction results between SPGD algorithms based on two modes when D/r0=20. (a) RMR; (b) SR

表 1　基于两种模式的 SPGD 算法的校正结果对比

Table 1　Comparison of correction results between SPGD 
algorithms based on two modes
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表 1　基于两种模式的 SPGD 算法的校正结果对比

Table 1　Comparison of correction results between SPGD 
algorithms based on two modes

D/r0

10

15

20

Modal method

K-L
Zernike

K-L
Zernike

K-L
Zernike

Iteration 
number

173
248
110
179
188
265

Final convergence 
value of SR

0.525
0.509
0.286
0.254
0.154
0.138
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像差的拟合能力，并以大气湍流影响下的光波波前像

差作为校正对象，分别考察了 K-L 模式和 Zernike 模式

系数作为控制参数时的 AO 系统的收敛速度和校正效

果。结果表明：以常规 SPGD 控制算法（以驱动器电压

作为控制参数）的收敛情况作为参考指标时，基于 K-L
模式的 SPGD 控制算法和基于 Zernike 模式的 SPGD
控制算法的收敛速度相较于常规 SPGD 控制算法分别

提升了 47.5% 和 29.4%，在大气湍流强度 D/r0分别为

10、15、20 时，以 K-L 模式系数作为控制参数时的校正

效果和收敛速度均优于以 Zernike 模式系数作为控制

参数时的情况。以上研究结果为基于 K-L 模式的

SPGD 控制算法的实际应用提供了参考。
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Abstract
Objective　 The stochastic parallel gradient descent (SPGD) algorithm is one of the most commonly used control algorithms for 
wavefront sensorless adaptive optics (AO) systems.  This method usually uses the driving voltages of deformable mirrors as control 
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parameters, and the number of actuators is equal to the number of dimensions of the control parameters.  It is simple and suitable for 
AO systems that have a small number of actuators and do not have any requirement for the convergence speed.  With the increasing 
applications of AO, the number of actuators required has gradually increased.

In wavefront sensorless AO systems, when taking the driving voltages of the deformable mirrors as control parameters, an 
increase in the number of actuators leads to a greater number of dimensions of the control parameters and a larger optimization space of 
the algorithm, which will lead to slower convergence of the algorithm.  Various modal coefficients are often used as control parameters 
to reduce the dimensions of control parameters.  When the modal coefficients are modeled as control parameters, the optimization 
space of the algorithm can be reduced, and the convergence speed can be improved.

Methods　The Zernike polynomial, which was introduced by Zernike to represent the diffraction effects on concave mirrors, is often 
used to describe optical wavefront aberrations.  When using the Zernike mode to calculate the covariance matrix of the amplitude in 
Kolmogorov turbulence, namely, the Noll matrix, there are nonzero elements outside the diagonal.  This inherent modal crosstalk 
indicates the statistical dependence between modes, which limits the correction ability of AO systems based on these modes.  In this 
study, the Karhunen–Loève (K-L) modal coefficients derived from the Zernike mode are used as the control parameter of a wavefront 
sensorless AO system.  First, the rationality of the K-L mode is analyzed.  The aberration-fitting ability of the deformable mirror (DM) 
to the K-L and Zernike modes is then discussed.  Finally, the convergence speed and correction effect of the AO system are compared 
when the driving voltages of the actuators, K-L modes, and Zernike modes are used as control parameters.

Results and Discussions　Generally, the order of the mode needs to be determined based on the fitting ability of the deformable 
mirror, so that the dimension of control parameters can be relatively small while ensuring the correction ability of the deformable 
mirror.  The Zernike modes and K-L modes are fitted with several deformable mirrors with 32, 61, 97, and 127 actuators, 
respectively.  The results show that the fitting ability is relatively stable for K-L modes while fluctuations appear for Zernike modes 
(Fig. 3).  We use the error rate (η) as the evaluation standard.  The fitting is effective if η<1.  The lower the error rate, the better the 
fitting ability.  Notably, 32-element, 61-element, 97-element, and 127-element deformable mirrors can fit the first 22-order, 55-order, 
79-order, and 91-order K-L modes, respectively, while they can fit the first 20-order, 36-order, 54-order, and 68-order Zernike 
modes (Fig. 4), respectively.  It can be seen from the above data that the ability to fit K-L modes for the deformable mirror is greater 
than that to fit Zernike modes.  A greater number of modes indicates better correction ability, which implies that the correction 
capability and convergence speed of AO systems can be improved when K-L modal coefficients are used as the control parameters.

The two modal methods only need 20 modes as control parameters when the atmospheric turbulence strength (D/r0) is 5, and the 
convergence of the conventional SPGD is used as the reference index.  When the Strehl ratio (SR) is up to 0.8, the K-L modal 
method, Zernike modal method, and conventional SPGD require 122, 139, and 180 iterations, respectively.  The convergence speed 
of the K-L modal method and Zernike modal method is 47.5% and 29.4% greater than that of the conventional SPGD control 
algorithm, respectively (Fig. 5).  The correction results also show that when the D/r0 is 10 (Fig.  6), 15 (Fig. 7), and 20 (Fig. 8), the 
correction performance and convergence speed obtained using K-L modal coefficients are better than those obtained using Zernike 
modal coefficients as control parameters (Table 1).

Conclusions　 The SPGD control algorithm, based on optimizing the actuator voltages, is widely used as a control algorithm for 
wavefront sensorless AO systems.  The number of actuators in the deformable mirror determines the dimensions of the control 
parameters.  Generally, the greater the number of actuators, the better the correction effect.  Moreover, the more actuators tend to 
reduce the convergence speed of the AO system.  The SPGD algorithm, which is based on optimizing the modal coefficients, can 
effectively resolve this contradiction.  When the control parameters are modal coefficients, the optimization space of the algorithm can 
be reduced, and the convergence speed can be improved.

The fitting capability of the DM to the aberrations of K-L modes and Zernike modes is compared and analyzed.  The convergence 
speed and correction performance of the AO system are investigated when the voltages of the actuators, K-L modes, and Zernike 
modes are used as control parameters under various turbulence strengths.  The convergence speed of the K-L modal method and 
Zernike modal method is 47.5% and 29.4% greater than that of the conventional SPGD control algorithm, respectively.  The results 
under several turbulence strengths also show that the correction performance and convergence speed of the K -L modal method are 
better than those of the Zernike modal method.  The results of the study can provide a reference for the practical application of the 
SPGD control algorithm based on K-L modes.

Key words optical communications; adaptive optics; stochastic parallel gradient descent; deformable mirror; K-L mode; wavefront 
correction
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