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研究论文

信赖域半径策略优化L⁃M算法在激光追踪仪
多站位测量中的应用

陈洪芳*， 杨星辰， 张澳， 石照耀
北京工业大学材料与制造学部北京市精密测控技术与仪器工程技术研究中心，北京  100124

摘要  为了解决 Levenberg-Markuardt（L-M）算法在激光追踪仪多站位测量应用中收敛速度慢的问题，本文提出了

信赖域半径策略优化 L-M 算法。通过调整搜索方向的正参数进行信赖域判定，确定每一次迭代最优的方向和步

长，使得算法快速收敛到全局最优解。实验结果表明：所提算法有效提高了基于激光追踪仪多站位测量技术的三坐

标测量机（CMM）规划测量点体积误差的收敛速度。优化 L-M 算法与 L-M 算法的结果具有一致性，但前者的收敛

速度更快、算法精度更高。在进行激光追踪仪站位自标定时，L-M 算法平均迭代 1553 次才能迭代到全局最优解，而

信赖域半径策略优化 L-M 算法平均迭代 9 次即可迭代到全局最优解。在求解 CMM 测量点的实际坐标时，L-M 算

法的平均精度为 2.30×10-7 mm，优化 L-M 算法的平均精度为 8.75×10-10 mm。
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1　引　　言

高精度三坐标测量机（CMM）是航空航天、船舶

制造、工程机械等高端精密制造领域产品质量控制的

关键设备。CMM 是精密测量的代表仪器，随着我国

“深入实施制造强国战略的提出”，高端精密制造领域

对 CMM 精度的要求越来越高。准确快速地标定

CMM 并对其测量的各项误差进行补偿，是提高 CMM
测量精度的重要途径之一［1-2］。

目前，CMM 几何误差的检测手段主要有基于激光

干涉仪、球杆仪、步距规等的实物基准方法［3-11］，但这些测

量方法操作繁琐、耗时长，而且合成误差的模型具有一定

的近似性，测试条件与CMM工作条件不完全相符。激光

追踪仪测量范围在20 m以内，测量精度可以达到0.2 μm+
0.3 μm/m，测量效率可与激光跟踪仪媲美［12］，更适合用

于 CMM 和高精度数控设备体积误差的测量和补偿。

Wendtk 等［13］构建了由 4 台激光追踪仪组成的新

型 M3D3 测量系统，实现了 CMM 的精确三维坐标测

量，但该系统并未在车间条件下进行精度测试，计量性

能有待进一步提升。Camboulives 等［14］提出了用一台

激光追踪仪多站分时测量 CMM 体积误差的技术，即：

先利用单台激光追踪仪在连续位置上建立参考测量系

统，再利用多边测量原理得到待测点的三维坐标。该

技术的不足之处是：通过逐点提取参数完成误差测量，

耗时较长。西安交通大学的查俊团队［15］提出一种基于

激光追踪仪的三轴数控加工刀具的体积误差测量方法，

他们先采用三次样条插值法建立刀具路径体积误差模

型，然后通过误差分离方法进行体积误差补偿，补偿后

的体积误差相比补偿前降低了约 43%。陈洪芳等［16-17］

开展了激光追踪仪多站位测量技术的研究，通过实验

验证了该技术在 CMM 体积误差测量和补偿方面具有

独特优势，但该技术的测量精度还有待进一步提高。

Levenberg-Markuardt（L-M）算法是解决非线性最

小二乘问题的一种优化算法，其因具有梯度法和牛顿

法的优点而被广泛应用于飞机装配、机械故障诊断等

领域。俞慈君等［18］通过建立增强参考系统点热变形模

型，提出了一种基于 L-M 算法的线性热变形补偿系数

矩阵优化方法，该方法能够有效减小激光跟踪仪转站

误差和修正转站参数，获得的单位温度下的热变形系

数矩阵稳定可靠。该研究表明：L-M 迭代过程虽然受

站位选择、测量数据、初值等的影响，但相比传统的梯度

下降法具有更快的迭代速度。权凌霄等［19］提出了遗传

算法与 L-M 算法组合的优化方法，该方法提高了 BP 神

经网络的学习速度和精确搜索能力，进而提高了电液

伺服阀故障的诊断效率和精度。该研究结果表明：L-M
算法的迭代速度相比梯度下降法提高了几十倍甚至上

百倍。周爱国等［20］提出了一种基于加权 L-M 非线性优

化的定位算法，该算法充分考虑了拍摄距离对物点计算
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精度的影响。他们利用矩阵论中的广义正交投影法求

解多相机约束下物点的世界坐标初值，结合深度信息对

目标函数进行加权，提高了近距离相机的置信度。同

时，他们根据加权处理 L-M 算法对物点世界坐标进行迭

代计算，以获得最优解。研究结果表明：所提加权 L-M
算法相比传统算法在精度与效率方面有一定提高。

为了进一步提升 CMM 体积误差的测量精度，笔

者研究了信赖域半径策略优化 L-M 算法在激光追踪

仪多站位测量技术中的应用，进而实现了激光追踪仪

多站位测量技术对 CMM 的高效率、高精度标定。

2　信赖域半径策略优化L-M算法在激光
追踪仪多站位测量中的应用

2.1　激光追踪仪多站位测量系统的构建

建立如图 1 所示的激光追踪仪多站位测量系统。

激 光 追 踪 仪 为 海 克 斯 康 的 07 2009 TR IF 型 Laser 
Tracer，其长度测量精度为 0.2 μm+0.3 μm/m。CMM
为海克斯康的 GLOBAL PERFORMANCE 07.10.07，
其 测 量 精 度 为（1.9+3.0 L/1000） μm，测 量 范 围 为

700 mm×1000 mm×660 mm，其中 L 表示测量距离。

基于冗余测量方法，利用一台激光追踪仪采用分时转

站的方式构建激光追踪多站位测量模型，并建立激光

追踪仪多站位测量系统。

2.2　基于优化 L‑M 算法的激光追踪仪站位自标定

激光追踪仪站位自标定是以激光追踪仪站位大致

坐标为参考坐标，通过迭代求解出激光追踪仪实际站

位坐标的过程。激光追踪仪多站位误差模型可表示为

fi(X j，Y j，Zj)=
( )xi - Xj

2
+ ( )yi - Y j

2
+ ( )zi - Zj

2
- dj - lij，（1）

式中：i为测量点个数，i = 1，2，3，…，n；j为激光追踪仪

站位个数，j = 1，2，3，…，m；dj 为激光追踪仪站位到初

始测量点的距离；lij 为激光追踪仪在第 j个站位测量第

i 个测量点时测量的相对干涉长度。激光追踪仪站位

坐标为 Pj(X j，Y j，Zj)，测量点坐标为 A i( xi，yi，zi)。
记 f （Xj，Yj，Zj）=[ f1 ( X j，Y j，Zj )，f2（Xj，Yj，Zj），…， 

fn（Xj，Yj，Zj ]) T
，则非线性最小二乘问题可以表示为

min
x ∈ R n

f ( X j，Y j，Zj )= 1
2‖f (X j，Y j，Zj)‖2 =

1
2 ∑

i = 1

n

f 2
i ( X j，Y j，Zj )。 （2）

记目标函数的梯度函数为 g (X j，Y j，Zj)，得到

g (X j，Y j，Zj)= J (X j，Y j，Zj) T
f (X j，Y j，Zj)，（3）

其中，

J ( )X j，Y j，Zj = 
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⋮ ⋮ ⋮
Xj - xn
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2
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2
+ ( )yn - Y j

2
+ ( )zn - Zj

2

Zj - zn

( )xn - Xj

2
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2
+ ( )zn - Zj

2

n × 3

。（4）

图 1　激光追踪仪多站位测量系统

Fig. 1　Multi-station measurement system of laser tracer
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设 (X jk，Y jk，Zjk)为第 j个站位第 k次迭代结果，迭代的搜索方向为 hk，则有

h k = arg min
h ∈ R n

 J k( )X jk，Y jk，Zjk h + fk( )X jk，Y jk，Zjk + μk I  h
2
， （5）

式中：fk(X jk，Y jk，Zjk)为第 j个站位第 k次迭代的误差方程矩阵，简记为 fk； J k(X jk，Y jk，Zjk)为第 j个站位第 k次迭代的误差

方程的雅可比矩阵，简记为 J k； h= [hx，hy，hz ] T
，hx、hy、hz 分别为 x、y、z方向上的迭代步进；μk 为调整搜索方向的正参

数；I为 3×3 的单位矩阵。

由于最优性条件满足

∇ ( ) J k h k + fk

2
+ μk‖h k‖2 = 2 [ ]( )J T

k J k + μk I h + J T
k fk = 0， （6）

fk 在 (X jk，Y jk，Zjk)处的下降方向为

h k = -( J T
k J k + μk I )-1

J T
k fk， （7）

式中：∇ 为梯度算子。

  用 Armijio 搜索准则求解步长，令 m ′是满足 Armijio 搜索准则应用条件的最小非负整数，即
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≤ 1
2 ∑

i = 1

n

f 2
i ( )X jk，Y jk，Zjk + σβ m′h k g T

k ， （8）

式中：β 为常数，且 β ∈ (0，1)；σ 为常数，且 σ ∈ (0，1)；g k 为第 j 个站位第 k 次迭代对应梯度值 g k(X jk，Y jk，Zjk)的
简记。

定义二次函数

q k(h)= fk(X jk，Y jk，Zjk)+ ( J T
k fk) T

h + 1
2 hT ( J T

k J k) h， （9）

基于当前给出的 μk，考虑 q k(h)与目标函数的增量

Δq k = q k(h)- q k(0)= ( J T
k fk) T

h k + 1
2 hT

k ( J T
k J k) h k。 （10）

用 rk 表示 q k(h)和目标函数的增量之比，由于 fk 多为矛盾矩阵，故而用其范数来计算 rk，即

rk =
 Δfk

 Δq k

=
 Δfk = fk + 1 ( )X j ( )k + 1 ，Y j ( )k + 1 ，Zj ( )k + 1 - fk( )X jk，Y jk，Zjk







( )J T

k fk

T
h k + 1

2 hT
k ( )J T

k J k h k

。 （11）

当 rk 绝对值较大时，二次函数 q k(h)在 (X jk，Y jk，Zjk)处拟合的目标函数比较好，参数 μk 应取小一些；当 rk 绝对值较

小时，二次函数 q k(h)在 (X jk，Y jk，Zjk)处拟合的目标函数比较差，需增大参数 μk 的值来限制 h k 的模长。

μk 选择规则如下：

μk + 1 =
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

Γ 1 μk， rk ≤ η1

μk， η1 < rk < η2

min{ }Γ 2 μk， μ͂ ， rk ≥ η2， h k = μk

， （12）

其中 Γ 1=0.1，Γ 2=1，η1=0.25，η2=0.75，μ͂ 为设定的信赖域半径的上限。

根据信赖域半径的选取规则不断地调整 μk，根据激光追踪仪多站位测量系统的容许误差 ε，迭代求得激光追

踪仪站位坐标 P j(X j，Y j，Zj)。实现全局域收敛的算法流程如图 2 所示。

图 2 中 A 为
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2 ∑
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首先选取参数 σ 和 β、容许误差 ε 以及 μ0（μ0为 μk的初始值），其中 σ ∈ ( )0，1 ，β ∈ (0，1)，0 ≤ ε ≤ 1，μ0>0；然后

计算梯度函数 g k，用 g k ≤ ε作为判别迭代结束的依据；接着以方程组 ( J T
k J k + μk I ) h = -J T

k fk 求解搜索方向；以

Armijio 搜索准则求解步长；最后利用 rk 选择信赖域半径更新 μk，直至收敛。

2.3　优化 L‑M 算法求解测量点的实际坐标

求解 CMM 空间范围内规划测量点的实际坐标，就是把激光追踪仪站位自标定坐标作为已知条件，把规划测
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量点的名义坐标作为初值进行迭代，进而求解出测量点实际坐标的过程。此时目标函数变为激光追踪仪测距的

残差方程，即

fj( xi，yi，zi)= ( )xi - Xj

2
+ ( )yi - Y j

2
+ ( )zi - Zj

2
- dj - lij， （13）

记 f （xi，yi，zi）=[ f1 ( xj，yj，zj )，f2（xi，yi，zi），…，fn（xi，yi，zi）]) T
，其对应的雅可比矩阵为
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（14）
由 Armijio 搜索准则可得到满足其应用条件的最小非负整数 m ′，即

图 2　增加信赖域半径策略的 L-M 算法流程

Fig. 2　L-M algorithm flow for adding trust region radius strategy
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根据式（7）、（8）、（15）分别求得搜索方向、信赖域半

径更新参数和搜索步长，然后不断更新 μk。以 CMM
空域测量点实际坐标要求的容许误差 ε为判断依据，直

至迭代结束求解出测量点的实际坐标 A i( xi，yi，zi)。
2.4　初值选取方法

应用信赖域半径策略优化 L-M 算法求解激光追

踪仪多站位测量模型时要确定迭代的初值，在进行激

光追踪仪站位自标定时，初值选取为 m 个激光追踪仪

站位的大致坐标范围值，即参考坐标 P 0 (X 0，Y 0，Z 0)；将
坐标初值代入式（1），激光追踪仪站位到初始测量点的

距离 dj、激光追踪仪在第 j个站位测量第 i个测量点时测

量的相对干涉长度 lij、规划测量点坐标 A i( xi，yi，zi)为
已知量，根据信赖域半径策略优化 L-M 算法规则进行

迭代，可以求出 m 个激光追踪仪站位的实际坐标，从而

完成激光追踪仪站位自标定。

在求解 CMM 空间范围内规划测量点的实际坐标

值时，初值选取为规划测量点的理论坐标值，将激光追

踪仪站位自标定坐标值作为已知条件代入式（13），根

据信赖域半径策略优化 L-M 算法规则进行迭代，可以

求 出 CMM 空 间 范 围 内 n 个 规 划 测 量 点 的 实 际 坐

标值。

3　实　　验

搭建的激光追踪仪多站位系统如图 1所示，规划的

CMM 空间测量范围为 700 mm×500 mm×450 mm。

规划测量点的个数为 n=183，激光追踪仪的站位个数

为 m=4。规划测量点的空间分布如图 3 所示。

3.1　激光追踪仪站位自标定实验

利用激光追踪仪多站位测量方法，根据图 3 所示

的规划测量路径，通过激光追踪仪自身测量软件获得

的站位的理论坐标值如表 1 所示，而利用信赖域半径

策略优化 L-M 算法获得的激光追踪仪站位自标定结

果如表 2 所示。通过比较可以看出，利用信赖域半径

策略优化 L-M 算法求解得到的站位坐标与站位理论

坐标一致。

3.2　L‑M 算法和优化 L‑M 算法的效率对比

由算法产生的迭代序列 {xi}收敛到最优解 x *，

若 J ( x *) T
J ( x *) 非 奇 异 ，则 ( 1

2 - σ ) J ( x *) T
J ( x *)-

1
2 ∑

i = 1

n

fi( x *) ∇2 fi( )x * 正定，目标函数在 x * 处连续，可以

根据迭代过程研究 L-M 算法和信赖域半径策略优化

L-M 算法的收敛速度。表 3 是两种算法进行站位自标

定时的迭代次数对比。

基于 L-M 算法的激光追踪仪站位自标定过程是

由各个站位的参考坐标迭代至站位实际坐标的过程，

图 3　规划测量点的空间分布

Fig.  3　Spatial distribution of the planned measurement points

表 1　激光追踪仪站位的理论坐标

Table 1　Theoretical coordinates of laser tracer station

表 2　信赖域半径策略优化 L-M 算法求解的站位坐标

Table 2　Station coordinates solved by L-M algorithm with trust 
region radius strategy

表 3　L-M 算法和信赖域半径策略优化 L-M 算法进行激光追踪

仪站位自标定迭代次数

Table 3　 Number of iterations of L-M algorithm and L-M 
algorithm with trust region radius strategy
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根据式（7）、（8）、（15）分别求得搜索方向、信赖域半

径更新参数和搜索步长，然后不断更新 μk。以 CMM
空域测量点实际坐标要求的容许误差 ε为判断依据，直

至迭代结束求解出测量点的实际坐标 A i( xi，yi，zi)。
2.4　初值选取方法

应用信赖域半径策略优化 L-M 算法求解激光追

踪仪多站位测量模型时要确定迭代的初值，在进行激

光追踪仪站位自标定时，初值选取为 m 个激光追踪仪

站位的大致坐标范围值，即参考坐标 P 0 (X 0，Y 0，Z 0)；将
坐标初值代入式（1），激光追踪仪站位到初始测量点的

距离 dj、激光追踪仪在第 j个站位测量第 i个测量点时测

量的相对干涉长度 lij、规划测量点坐标 A i( xi，yi，zi)为
已知量，根据信赖域半径策略优化 L-M 算法规则进行

迭代，可以求出 m 个激光追踪仪站位的实际坐标，从而

完成激光追踪仪站位自标定。

在求解 CMM 空间范围内规划测量点的实际坐标

值时，初值选取为规划测量点的理论坐标值，将激光追

踪仪站位自标定坐标值作为已知条件代入式（13），根

据信赖域半径策略优化 L-M 算法规则进行迭代，可以

求 出 CMM 空 间 范 围 内 n 个 规 划 测 量 点 的 实 际 坐

标值。

3　实　　验

搭建的激光追踪仪多站位系统如图 1所示，规划的

CMM 空间测量范围为 700 mm×500 mm×450 mm。

规划测量点的个数为 n=183，激光追踪仪的站位个数

为 m=4。规划测量点的空间分布如图 3 所示。

3.1　激光追踪仪站位自标定实验

利用激光追踪仪多站位测量方法，根据图 3 所示

的规划测量路径，通过激光追踪仪自身测量软件获得

的站位的理论坐标值如表 1 所示，而利用信赖域半径

策略优化 L-M 算法获得的激光追踪仪站位自标定结

果如表 2 所示。通过比较可以看出，利用信赖域半径

策略优化 L-M 算法求解得到的站位坐标与站位理论

坐标一致。

3.2　L‑M 算法和优化 L‑M 算法的效率对比

由算法产生的迭代序列 {xi}收敛到最优解 x *，

若 J ( x *) T
J ( x *) 非 奇 异 ，则 ( 1

2 - σ ) J ( x *) T
J ( x *)-

1
2 ∑

i = 1

n

fi( x *) ∇2 fi( )x * 正定，目标函数在 x * 处连续，可以

根据迭代过程研究 L-M 算法和信赖域半径策略优化

L-M 算法的收敛速度。表 3 是两种算法进行站位自标

定时的迭代次数对比。

基于 L-M 算法的激光追踪仪站位自标定过程是

由各个站位的参考坐标迭代至站位实际坐标的过程，

图 3　规划测量点的空间分布

Fig.  3　Spatial distribution of the planned measurement points

表 1　激光追踪仪站位的理论坐标

Table 1　Theoretical coordinates of laser tracer station

Station marker

1

2

3

4

X /mm

-39.5209

513.0757

263.3054

265.0009

Y /mm

-18.2952

-48.5926

-40.3469

1306.7992

Z /mm

-613.1806

-613.1649

-465.2685

-613.4593

表 2　信赖域半径策略优化 L-M 算法求解的站位坐标

Table 2　Station coordinates solved by L-M algorithm with trust 
region radius strategy

Station marker

1

2

3

4

X /mm

-39.5209

513.0757

263.3053

265.0008

Y /mm

-18.2952

-48.5926

-40.3468

1306.7792

Z /mm

-613.1806

-613.1648

-465.2685

-613.4593

表 3　L-M 算法和信赖域半径策略优化 L-M 算法进行激光追踪

仪站位自标定迭代次数

Table 3　 Number of iterations of L-M algorithm and L-M 
algorithm with trust region radius strategy

Station marker

1

2

3

4

L-M algorithm

1727

1444

1128

1914

L-M algorithm with trust 
region radius strategy

9

9

9

10
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由于站位参考坐标是人为给出的，具有很大的主观性，

所以不同站位参考坐标到实际坐标的距离不同，而且

迭代次数也不同。L-M 算法的平均迭代次数为 1553
次，信赖域半径策略优化 L-M 算法的平均迭代次数为

9 次，极大地提高了收敛速度。

图 4（a）是利用 L-M 算法进行激光追踪仪站位自

标定时第一站位坐标（X1，Y1，Z1）的迭代过程，图 4（b）
是利用信赖域半径策略优化 L-M 算法进行激光追踪

仪站位自标定时第一站位坐标（X1，Y1，Z1）的迭代过

程。可以看出：激光追踪仪第一站位自标定时，L-M
算法需要迭代 1727 次才能收敛到全局最优解，而信赖

域半径策略优化 L-M 算法仅需 9 次迭代就能收敛到全

局最优解。信赖域半径策略优化 L-M 算法既保留了

L-M 算法在迭代过程中不要求雅可比矩阵列满秩的

特点，又极大地提高了收敛速度，从而提高了计算

效率。

3.3　L‑M 算法和优化 L‑M 算法的精度对比

将求得的高精度站位坐标代入式（13），分别利用

L-M 算法和信赖域半径策略优化 L-M 算法求解出测

量点的实际坐标值，进而得到 CMM 规划测量点的体

积误差为
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， （16）

式中：A i( xi，yi，zi)为测量点的理论坐标值；A ′i( x ′i，y ′i，z ′i)
为测量点的实际坐标值；(Δxi，Δyi，Δzi)为待测点 A i 的

体积误差。

基于 L-M 算法求出的测量点在 X、、Y、、Z 方向上的

体积误差的大小如图 5 所示。X 方向的误差范围为

-0.00306~0.00473 mm，Y 方 向 的 误 差 范 围 为

-0.00458~0.00370 mm，Z 方 向 的 误 差 范 围 为

-0.00983~0.00433 mm。

利用信赖域半径策略优化 L-M 算法求出的测量

点在 X、、Y、、Z 方向上的体积误差的大小如图 6 所示。X
方向的误差范围为-0.00318~0.00494 mm，Y 方向的

误差范围为-0.00463~0.00371 mm，Z 方向的误差范

围为-0.01102~0.00436 mm。

L-M 算法和信赖域半径策略优化 L-M 算法都通

过 Val 参数（在公式中将其记为“Val”）表示算法的精

度，即根据目标函数接近于 0 的程度来判断迭代结果

的好坏。Val参数的定义为

图 4　激光追踪仪第一站位自标定的迭代过程。（a）L-M 算法；（b）信赖域半径策略优化 L-M 算法

Fig. 4　Iterative process of laser tracer first station self-calibration. (a) L-M algorithm; (b) L-M algorithm with trust region radius strategy

图 5　L-M 算法求出的测量点的体积误差

Fig.  5　Volume error of measuring points calculated by L-M
algorithm

图 6　利用信赖域半径策略优化 L-M 算法求出的测量点的体积

误差

Fig.  6　Volume error of measuring points calculated with L-M 
algorithm with trust region radius strategy

V al =
1
2  f ( )xi，yi，zi 。 （17）

L-M 算法求测量点实际坐标的算法平均精度为

2.30×10-7 mm，标准差为 2.78×10-7 mm；信赖域半径

策略优化 L-M 算法求测量点实际坐标的算法平均精

度为 8.75×10-10 mm，标准差为 7.47×10-10 mm。可以

看出，信赖域半径策略优化 L-M 算法极大地提高了算

法精度。

4　结　　论

笔者通过建立激光追踪仪多站位测量系统获得测

量数据，根据空间距离公式建立非线性方程组，利用最

小二乘思想建立目标函数，引入信赖域半径策略对传

统的 L-M 算法进行优化，同时通过调整搜索方向的正

参数进行信赖域判定，确定了每一次迭代最优的方向

和步长，使得算法快速收敛到全局最优解，实现了基于

激光追踪仪多站位测量技术的高效率的 CMM 规划测

量点的体积误差测量。
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505-510.
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V al =
1
2  f ( )xi，yi，zi 。 （17）

L-M 算法求测量点实际坐标的算法平均精度为

2.30×10-7 mm，标准差为 2.78×10-7 mm；信赖域半径

策略优化 L-M 算法求测量点实际坐标的算法平均精

度为 8.75×10-10 mm，标准差为 7.47×10-10 mm。可以

看出，信赖域半径策略优化 L-M 算法极大地提高了算

法精度。

4　结　　论

笔者通过建立激光追踪仪多站位测量系统获得测

量数据，根据空间距离公式建立非线性方程组，利用最

小二乘思想建立目标函数，引入信赖域半径策略对传

统的 L-M 算法进行优化，同时通过调整搜索方向的正

参数进行信赖域判定，确定了每一次迭代最优的方向

和步长，使得算法快速收敛到全局最优解，实现了基于

激光追踪仪多站位测量技术的高效率的 CMM 规划测

量点的体积误差测量。
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Tracer Multi⁃Station Measurement 
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Abstract
Objective High-precision CMM (coordinate measuring machine) is a key equipment for product quality control in high-end precision 
manufacturing fields such as aerospace, shipbuilding, and engineering machinery, and so on. At present, the primary CMM 
geometric error detection means are some physical reference methods based on laser interferometers, ballbars, and step gauges. 
However, the above measurement methods are complicated, and the operation is cumbersome and time-consuming. The model of 
synthetic error has a certain approximation, and the test conditions are not entirely consistent with the working conditions of CMM. 
The measuring range of laser tracers is less than 20 m, the measuring accuracy can reach 0.2 μm+0.3 μm/m, and the measuring 
efficiency is close to that of laser tracker. Therefore, the laser tracer is more suitable for the measurement and compensation of CMM 
and high-grade CNC (computerized numerical control) equipment volume error. In order to solve the problem of slow convergence of 
Levenberg-Markuardt (L-M) algorithm in the application of laser tracer multi-station measurement, the L-M algorithm based on the 
strategy of adding trust region radius was proposed to effectively achieve calibration of laser tracing multi-station measurement 
technology for CMM.

Methods The solution of the laser tracer multi-station measurement system model was divided into two parts: one is the self-
calibration of the laser tracer station, the other is to solve the actual coordinates of the planned measurement points within the CMM 
space. The L-M algorithm which adds trust region radius strategy was used to solve the laser tracer multi-station measurement system 
model. Based on L-M algorithm, the determination of the trust region was conducted by adding the positive parameters of the search 
direction, and the optimal iteration direction and iteration step size were determined, making the algorithm can quickly converge to the 
global domain optimal solution. The process of trust region determination was to first define the quadratic function, and then consider 
the ratio of the increment of the quadratic function value to the target function value based on the current positive parameters to 
determine whether the selection of positive parameters is reasonable. When the absolute value of the ratio is large, the positive 
parameters should be obtained the smaller to increase the modulus length of the search direction. When the absolute value of the ratio 
is small, the value of the positive parameter should be increased to limit the modulus length of the search direction. The iterative result 
can be less than the tolerance error of the laser tracer multi-station measurement system by continuously adjusting the positive 
parameters through the selection rules of trust region radius, realizing global domain convergence to self-calibrate the laser tracer 
station and obtain the actual coordinates of the planned measurement points within the CMM space.

Results and Discussions The built laser tracer multi-station system was shown in Fig. 1. The measurement paths were planned 
based on laser tracer multi-station measurement methods. The L-M algorithm and the L-M algorithm with trust region radius strategy 
were used to solve this laser tracer multi-station measurement system model. The experimental results show that the average number 
of iterations in the self-calibration process of laser tracer station based on L-M algorithm is 1553, and the average number of iterations 
of the L-M algorithm with trust region radius strategy is 9. The latter algorithm greatly improves the convergence speed. The Val 
parameter is used to represent the accuracy of the algorithm when solving the actual coordinates of the planned measurement points 
within the CMM space. The average accuracy of the L-M algorithm is 2.30×10-7 mm with a standard deviation of 2.78×10-7 mm, 
and the average accuracy of the L-M algorithm with trust region radius strategy is 8.75×10-10 mm with a standard deviation of 7.47×
10-10 mm. It could be seen that the latter algorithm improves the measurement accuracy.

Conclusions The measurement data were obtained by establishing a laser tracer multi-station measurement system, the nonlinear 
equations were established based on the spatial distance formula, and the objective function was established through the least square 
idea. The traditional L-M algorithm is optimized by introducing the trust region radius strategy. By adjusting the positive parameters of 
the search direction, the trust region determination is determined, so the optimal iteration direction and iteration step size for each 
iteration are determined. Thus, the algorithm can rapidly converge to the optimal solution in the global domain. And the high-

efficiency and high-precision of the volume error measurement of CMM planned measurement points based on the laser tracer multi-
station measurement technology can be realized.

Key words measurement; coordinate measuring machine; laser tracer; multi-station measurement; L-M algorithm; trust region 
algorithm
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