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摘要  石英晶体是一种重要的双折射材料，广泛应用于光学相关领域。石英晶体在宽光谱下的参数测量通常使用

椭圆偏振法，但现有的椭偏测量仪器往往假定晶体的光轴与测量光路对准，从而引入测量误差，这一问题在紫外波

段尤为显著。为此提出了一种采用椭圆偏振法精确测量石英晶体参数的穆勒矩阵模型，运用坐标变换和 Berreman 
4×4 矩阵理论建立石英晶体参数与穆勒矩阵的关联，通过拟合计算可以得到晶体的厚度、光轴欧拉角和相位延

迟量。实验结果显示，拟合得到的穆勒矩阵与测量结果高度一致，模型拟合的均方根误差<5，拟合厚度的相对误

差<1%，拟合的欧拉角与测量结果吻合。该模型包含的信息丰富，拟合准确，对椭圆偏振法测量各向异性材料的精

确参数具有重要参考价值。
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1　引   言

石英晶体是一种常见的双折射材料，常常用来制

作波片等偏振器件。采用石英晶体制作的波片广泛应

用于光纤通信［1］、偏振成像探测［2］、生物医学［3］、微纳加

工［4］、光学精密测量［5-6］等领域。石英晶体波片的两个

主要光学参数是相位延迟量和快轴方位角。由于制造

工艺、使用环境等因素的影响，这两个实际参数会偏离

理论值，故在使用之前通常需要对其光学参数进行精

密测量。

对于石英晶体波片，测量其相位延迟量的方法包

括激光分频法［7］、外差干涉法［8-9］、光弹调制法［10］、旋转

消光法［11］、椭圆偏振法［12-13］等。激光分频法是将待测

波片插入激光腔中进行分频，并分析频差与相位延迟

量的关系来得到待测波片的相位延迟量，但该方法无

法测量快轴方位角，且只能在单一波长下测量。外差

干涉法可以同时获取波片在某个波长下的相位延迟量

和快轴方位角，但操作繁琐且测量速度慢，测量结果易

受环境干扰。光弹调制法可以精确测量 1/4 波片在特

定波长下的相位延迟量，但需要提前确定快轴方位角。

旋转消光法通过旋转偏振元件来测量相位延迟量，可

以实现宽光谱范围测量，但不可避免地会受到光强波

动的影响，测量精度受限。椭圆偏振法近年来广泛应

用于薄膜参数和集成电路制造的检测，具有非破坏性、

高精度和高灵敏性等优点。利用椭圆偏振法的椭偏参

数进行数据反演，也可以获得波片的相位延迟量和快

轴方位角，特别是可以实现宽光谱范围内不同波长下

的相位延迟量和快轴方位角的测量。

椭圆偏振法的测量准确性高度依赖于拟合模型，

往往通过穆勒算法和广义椭偏参数计算待测参数。通

常的拟合模型默认待测晶体“正确”放置于样品台，即

晶体的光轴与测量坐标系对准，实际上受样品制作的

加工精度和在样品台上的放置误差的影响，晶体的光

轴与测量光路不能严格重合，将引入测量误差，特别是

在紫外波段下，问题将更为明显。针对这一问题，本文

利用双旋转补偿器型穆勒矩阵椭偏仪对石英晶体进行

测量，提出了一种基于坐标变换和 Berreman 4×4 矩阵

理论的穆勒矩阵模型。模型考虑了晶体坐标系与测量

坐标系方向不一致的情况，可以快速精准地拟合得到

多个参数，不仅可以得到相位延迟量，还可以得到晶体

的光轴方向和厚度。

2　原理与方法

在各向异性材料的分析中，常使用 Berreman 4×4
矩阵理论［14］的数据分析法对其光学特性进行精确计算

和分析研究。Schubert 等［15-16］把这个方法应用到各向

异性材料的广义椭偏数据计算之中。我们应用该理论

提出穆勒矩阵模型。
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在晶体坐标系（a，b，c）中，石英晶体的介电张量 ε
表示为

ε= ( )εa 0 0
0 εb 0
0 0 εc

， （1）

式中：εa、εb、εc为晶体的主介电常数。

以穆勒矩阵椭偏仪的测量系统作为测量坐标系

（x，y，z），其中测量系统的水平通光轴为 z 轴，如图 1 所

示。考虑石英晶体的主轴方向和测量坐标系不一致的

情况，可把晶体坐标系（a，b，c）变换到测量坐标系（x，
y，z）。坐标变换涉及到三个欧拉角，即 ϕE、θE、ψE。首

先，a-b 平面绕 c 轴旋转角度 ϕE，得到中间坐标系 C1；然

后绕坐标系 C1 的 a1 轴旋转角度 θE，形成中间坐标系

C2；最后绕坐标系 C2的 c2轴旋转角度 ψE，变换为坐标系

（x，y，z）。

经过坐标变换之后，测量坐标系中的介电张量可

以通过旋转矩阵 A 来表达：

ε lab = ( )εxx εxy εxz

εyx εyy εyz

εzx εzy εzz

= AT ( )εa 0 0
0 εb 0
0 0 εc

A， （2）

A =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úcos ϕE cos ψE - sin ϕE cos θE sin ψE -cos ϕE sin ψE - sin ϕE cos θE cos ψE sin ϕE sin θE

sin ϕE cos ψE + cos ϕE cos θE sin ψE -sin ϕE sin ψE + cos ϕE cos θE cos ψE -cos ϕE sin θE

sin θE sin ψE sin θE cos ψE cos θE

。 （3）

由 Berreman 4×4 矩阵理论有方程［14，16-17］

∂ z[Ex，Ey，H x，H y ] T
= i ω

c
Δ[Ex，Ey，H x，H y ] T

，（4）

式中：ω 为圆频率；c 为光速；Δ为方程的特征矩阵，表
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（5）
式中：θi为光束入射角。

特征矩阵包含了光束的入射角和介质的介电

常数。

引入入射矩阵 Li、出射矩阵 Lt、部分传输矩阵

Tp（-d）和传输矩阵T：

L i[E is，E rs，E ip，E rp ] T
=

[Ex ( 0 )，Ey ( 0 )，H x ( 0 )，H y ( 0 )] T
， （6）

L t[E ts，0，E tp，0] T
=[Ex ( d )，Ey ( d )，H x ( d )，H y ( d )] T

，

（7）

T p (-d )= exp [ i ω
c
Δ (-d ) ]， （8）
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= L-1
i T p (-d )L t，（9）

式中：下标 i、t和 r分别表示光的入射、透射和反射；d 为

各向异性介质的厚度；下标 p和 s分别表示 p偏振光和 s
偏振光。传输矩阵 T为 4×4 矩阵，包含了光束的入射

角、入射光的波长以及介质的介电常数、厚度和欧拉角

等参数。

入射光和透射光的偏振态关系可通过如下所示的

传输矩阵联系：

[E is，E rs，E ip，E rp ] T
= T [E ts，0，E tp，0] T

。 （10）
样品的透射琼斯矩阵可以通过传输矩阵的元素计算：

J = é
ë
êêêê ù

û
úúúútpp tps

tsp tss
， （11）

tpp = ( E tp

E ip
)

E is = 0

= T 11

T 11T 33 - T 13T 31
， （12）

tsp = ( E ts

E ip
)

E is = 0

= -T 13

T 11T 33 - T 13T 31
， （13）

tss = ( E ts

E is
)

E ip = 0

= T 33

T 11T 33 - T 13T 31
， （14）

tps = ( E tp

E is
)

E ip = 0

= -T 31

T 11T 33 - T 13T 31
， （15）

式中：tpp为 p 偏振光的透射系数；tss为 s偏振光的透射系

数；当偏振光经过各向异性材料时，p 偏振光和 s 偏振

光会发生交叉极化，用 tps表示由 p 偏振光产生的 s 偏振

光的透射系数，tsp表示由 s 偏振光产生的 p 偏振光的透

射系数［18］。

对于无退偏效应的过程，可以直接将琼斯矩阵转

换为穆勒矩阵，以与椭偏仪测量的穆勒矩阵数据对应。

转换方法如下：

图 1　晶体坐标系、测量坐标系与欧拉角

Fig. 1　Crystal coordinate system, measurement coordinate 
system and Euler angles
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（16）
式中：J*为J的复共轭；⊗ 表示克罗内克积［19］。

综上所述，通过坐标变换和 Berreman 4×4 矩阵理

论建立了与晶体的光学厚度 d、欧拉角（ϕE，θE，ψE）、介

电张量 ε等参数关联的穆勒矩阵模型。

为了利用穆勒矩阵模型对石英晶体的光学参数进

行精确测量，我们将样品视为具有光学各向异性的均

匀层，其介电常数 εj（j=1，2，3）沿主轴方向独立，待拟

合参数为介电常数 εj、光学厚度 d 以及表征晶体光轴方

位的欧拉角（ϕE，θE，ψE）。在反演待拟合参数的过程

中，首先通过穆勒矩阵椭偏仪获取样品的穆勒矩阵测

量值，然后通过穆勒矩阵模型进行迭代拟合。迭代拟

合采用 Levenberg-Marquardt 算法［20-21］，通过非线性迭

代回归来调整拟合参数使评价函数最小化，即当评价

函数收敛到全局最小值时，则认为得到了样品的实际

参数［22-23］。

评价函数用来评估所建模型的穆勒矩阵计算值与

椭偏测量值之间的拟合效果，通常定义为均方根误差

（RMSE，ERMS），其表达式如下［24］：

ERMS = 1
16S - K
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l = 0

3 ( )m exp
kl，j - m cal

kl，j

σ j
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ú
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，（17）

式 中 ：S 和 K 分 别 表 示 数 据 点 的 个 数 和 模 型 中 待

拟 合 参 数 的 个 数 ；下 标 k，l 分 别 表 示 穆 勒 矩 阵 中

元素的指标 ；上标 exp 和 cal 分别表示穆勒矩阵的

测 量 值 和 计 算 值 ；σ j 表 示 与 穆 勒 矩 阵 相 关 的 测 量

误差。

迭代拟合后得到样品的主介电常数 εj（j=1，2，3）
后，可以由下式计算主折射率：

n2
x = ε1，n2

y = ε2。 （18）
再利用迭代拟合得到的样品厚度 d，得出石英晶

体波片的相位延迟量 δ：

δ = 2π
λ

|nx - ny |d， （19）

式中：λ 为入射光波长。

3　实验与讨论

实验中，使用双旋转补偿器型穆勒矩阵椭偏仪进

行归一化穆勒矩阵的测量。该椭偏仪的测量光路如

图 2 所示，主要包括光源、含起偏器和第一补偿器的偏

振态产生模组（PSG）、真空吸附样品台、含第二补偿器

和检偏器的偏振态分析模组（PSA）和探测器。该椭偏

仪的测量波长范围为 193~1690 nm，测量的重复性精

度<0.005°，样品对准精度为 0.001°，样品台转角精度

为 0.02°。该椭偏仪的偏振态产生模组和偏振态分析

模组上均有旋转消色差补偿器，分别以不同角速度旋

转，通过一次测量就可以得到样品的 16 个穆勒矩阵

元素［25-29］。

对于石英晶体坐标系（a，b，c），有三种切割方式。

为了更好地验证本文所提出的穆勒矩阵模型的有效

性，待测样品选用 c 切石英晶体，光轴方向垂直于样品

表面，通过垂直于 c 轴、平行于 a-b 面切割得到。使用

X 射线晶体定向仪对样品的光轴方位进行测量，结果

显示光轴偏移角为 2'，表明样品的切割误差很小，可认

为样品接近于标准 c切石英晶体。

先对偏振态产生模组、偏振态分析模组进行高度

和轴向校准，然后将样品吸附于椭偏仪样品台的通光

孔上，选择透射测量模式。测量中保持偏振态产生模

组、偏振态分析模组固定，绕 y 轴旋转样品台以改变入

射光的角度 α，在样品台平面内旋转样品以改变其放

置方位角 β。为了充分展现拟合模型的效果，我们测

量了两种不同厚度的样品，两个样品均依次选择不同

的方位进行放置，每个放置方位角下再选择不同的入

射角进行测量。

样品平面垂直于入射光（即 α=0°），样品的放置方

位角依次被设置为 0°、20°、40°、60°、80°、100°后采集透

射椭偏数据，使用双旋转补偿器型穆勒矩阵椭偏仪内

置模型对相位延迟量进行拟合，拟合结果如图 3 所示。

在紫外波段，不同方位角下的相位延迟量的拟合结果

均出现显著的非零值，最大值接近 4°。理论上，垂直入

图 2　测量系统示意图

Fig. 2　Schematic diagram of measuring system
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（16）
式中：J*为J的复共轭；⊗ 表示克罗内克积［19］。

综上所述，通过坐标变换和 Berreman 4×4 矩阵理

论建立了与晶体的光学厚度 d、欧拉角（ϕE，θE，ψE）、介

电张量 ε等参数关联的穆勒矩阵模型。

为了利用穆勒矩阵模型对石英晶体的光学参数进

行精确测量，我们将样品视为具有光学各向异性的均

匀层，其介电常数 εj（j=1，2，3）沿主轴方向独立，待拟

合参数为介电常数 εj、光学厚度 d 以及表征晶体光轴方

位的欧拉角（ϕE，θE，ψE）。在反演待拟合参数的过程

中，首先通过穆勒矩阵椭偏仪获取样品的穆勒矩阵测

量值，然后通过穆勒矩阵模型进行迭代拟合。迭代拟

合采用 Levenberg-Marquardt 算法［20-21］，通过非线性迭

代回归来调整拟合参数使评价函数最小化，即当评价

函数收敛到全局最小值时，则认为得到了样品的实际

参数［22-23］。

评价函数用来评估所建模型的穆勒矩阵计算值与

椭偏测量值之间的拟合效果，通常定义为均方根误差

（RMSE，ERMS），其表达式如下［24］：
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式 中 ：S 和 K 分 别 表 示 数 据 点 的 个 数 和 模 型 中 待

拟 合 参 数 的 个 数 ；下 标 k，l 分 别 表 示 穆 勒 矩 阵 中

元素的指标 ；上标 exp 和 cal 分别表示穆勒矩阵的

测 量 值 和 计 算 值 ；σ j 表 示 与 穆 勒 矩 阵 相 关 的 测 量

误差。

迭代拟合后得到样品的主介电常数 εj（j=1，2，3）
后，可以由下式计算主折射率：

n2
x = ε1，n2

y = ε2。 （18）
再利用迭代拟合得到的样品厚度 d，得出石英晶

体波片的相位延迟量 δ：

δ = 2π
λ

|nx - ny |d， （19）

式中：λ 为入射光波长。

3　实验与讨论

实验中，使用双旋转补偿器型穆勒矩阵椭偏仪进

行归一化穆勒矩阵的测量。该椭偏仪的测量光路如

图 2 所示，主要包括光源、含起偏器和第一补偿器的偏

振态产生模组（PSG）、真空吸附样品台、含第二补偿器

和检偏器的偏振态分析模组（PSA）和探测器。该椭偏

仪的测量波长范围为 193~1690 nm，测量的重复性精

度<0.005°，样品对准精度为 0.001°，样品台转角精度

为 0.02°。该椭偏仪的偏振态产生模组和偏振态分析

模组上均有旋转消色差补偿器，分别以不同角速度旋

转，通过一次测量就可以得到样品的 16 个穆勒矩阵

元素［25-29］。

对于石英晶体坐标系（a，b，c），有三种切割方式。

为了更好地验证本文所提出的穆勒矩阵模型的有效

性，待测样品选用 c 切石英晶体，光轴方向垂直于样品

表面，通过垂直于 c 轴、平行于 a-b 面切割得到。使用

X 射线晶体定向仪对样品的光轴方位进行测量，结果

显示光轴偏移角为 2'，表明样品的切割误差很小，可认

为样品接近于标准 c切石英晶体。

先对偏振态产生模组、偏振态分析模组进行高度

和轴向校准，然后将样品吸附于椭偏仪样品台的通光

孔上，选择透射测量模式。测量中保持偏振态产生模

组、偏振态分析模组固定，绕 y 轴旋转样品台以改变入

射光的角度 α，在样品台平面内旋转样品以改变其放

置方位角 β。为了充分展现拟合模型的效果，我们测

量了两种不同厚度的样品，两个样品均依次选择不同

的方位进行放置，每个放置方位角下再选择不同的入

射角进行测量。

样品平面垂直于入射光（即 α=0°），样品的放置方

位角依次被设置为 0°、20°、40°、60°、80°、100°后采集透

射椭偏数据，使用双旋转补偿器型穆勒矩阵椭偏仪内

置模型对相位延迟量进行拟合，拟合结果如图 3 所示。

在紫外波段，不同方位角下的相位延迟量的拟合结果

均出现显著的非零值，最大值接近 4°。理论上，垂直入

图 2　测量系统示意图

Fig. 2　Schematic diagram of measuring system
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射 c 切石英晶体的光束对于任意的放置方位角测得的

相位延迟量都应为零。显然，该内置模型对石英晶体

相位延迟量的拟合存在缺陷，无法实现紫外波段 c 切
石英晶体参数的准确测量。

在采用本论文所述穆勒矩阵模型进行实验的过程

中，保持样品处于初始方位角即 β=0°的位置，入射角

α 的变化范围为［0°，10°］，以 2° 为间隔测量穆勒矩阵

数据并建立样品的穆勒矩阵模型。以厚样品为例，实

际测量的穆勒矩阵元素色散曲线如图 4（a）所示，利

用穆勒矩阵模型拟合出的穆勒矩阵元素色散曲线如

图 4（b）所示，其中穆勒矩阵利用矩阵元 m11 归一化。

实际测量值与模型拟合值的差值曲线如图 4（c）所示，

图 4　厚样品的实际测量和拟合结果。（a）实际测量的穆勒矩阵元素色散曲线；（b）模型拟合的穆勒矩阵元素色散曲线；（c）实际测量

值与模型拟合值的差值曲线

Fig. 4　Measurement and fitting results of thick sample. (a) Dispersion curves of actually measured Mueller matrix elements; 
(b) dispersion curves of Mueller matrix elements fitted by Mueller matrix model; (c) difference curves between actually measured 

values and model fitted values

图 3　不同方位角下使用内置模型拟合得到的相位延迟量色散曲线

Fig. 3　Phase retardation dispersion curves fitted with built-in 
model for different azimuthal angles

差值的平均值为-0.0007，最大值为 0.231。从穆勒矩

阵元素的拟合结果可以看出，模型拟合曲线与实际测

量曲线几乎完全重合，说明穆勒矩阵模型的拟合结果

相当准确。

整个实验对厚、薄两种样品进行了测试，测试中在

样品的方位角 β 依次为 0°、45°、90°的情况下，入射角 α
在［0°，10°］范围内变化，变化步长仍然为 2°，先后测量

穆勒矩阵数据、建立穆勒矩阵模型。厚、薄两种样品在

不同的放置方位角下，各个入射角的模型均方根误差

结果如图 5 所示。厚样品均方根误差的最大值和平均

值分别为 4.182 和 4.127，薄样品均方根误差的最大值

和平均值分别为 3.906 和 3.770。较小的均方根误差值

表明建立的穆勒矩阵模型对于不同的样品放置方位可

以保持很好的稳定性，进一步验证了该模型的准

确性。

穆勒矩阵模型中还包括了样品的厚度信息，从拟

合结果可以获得样品的厚度 d。采用千分尺（测量精

度为 0.01 mm）进行多次测量取均值的方法作为厚、薄

两种样品的厚度参考值。厚、薄两种样品厚度的参考

值和拟合值如表 1 所示，其相对误差分别为 0.24% 和

0.57%。样品厚度的拟合值与参考值保持一致，更进

一步地验证了穆勒矩阵模型的准确性。

从穆勒矩阵模型的拟合结果中还可以获得晶体的

双折射率，结合样品厚度 d，代入式（19）即可计算出 c
切石英晶体在对应入射光波长下的相位延迟量。计算

以 193 nm 波长为例，结果显示光束垂直入射 c 切石英

晶体产生了微小相位延迟量。由模型的拟合结果还能

得到欧拉角 θE，θE表征的是 c 切石英晶体的 c 轴与测量

坐标系中 z 轴的夹角，该欧拉角的存在验证了晶体光

轴与测量坐标系方向的不一致。两种厚度的样品的相

位延迟量和欧拉角参数如表 2 所示。欧拉角的拟合结

果与 X 射线晶体定向仪的测量值（2'）相吻合，更充分

地证明了该模型的准确性。

4　结   论

本文提出了一种精确测量石英晶体参数的穆勒矩

阵模型。基于坐标变换和 Berreman 4×4 矩阵理论，建

立起穆勒矩阵测量值与晶体厚度、欧拉角和介电张量

的关联模型，并采用均方根误差作为标准来评价模型

的拟合效果。实验结果显示，穆勒矩阵元素的实际测

量色散曲线与模型拟合的色散曲线高度一致。在不同

的样品方位角和入射角下模型的均方根误差值都能稳

定在较小的范围内：厚样品均方根误差的最大值和平

均值分别为 4.182 和 4.127，薄样品均方根误差的最大

值和平均值分别为 3.906 和 3.770。拟合得到的厚度与

千分尺测量结果相近：厚、薄两种样品的拟合厚度分别

为 0.832 mm 和 0.691 mm，千分尺的测量厚度分别为

0.834 mm 和 0.695 mm，相 对 误 差 分 别 为 0.24% 和

0.57%。拟合得到的欧拉角 θE 分别为 1.902'和 1.932'，
与 X 射线晶体定向仪的测量结果吻合。实验结果充分

表明建立的穆勒矩阵模型拟合结果的准确性，并成功

得到了石英晶体的厚度、欧拉角和相位延迟量。利用

本模型结合双旋转补偿器型穆勒矩阵椭偏仪，通过简

单的测量步骤和模型拟合即可精准地得到样品的丰富

信息，为精确测量各向异性材料的参数提供了重要的

参考。
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差值的平均值为-0.0007，最大值为 0.231。从穆勒矩

阵元素的拟合结果可以看出，模型拟合曲线与实际测

量曲线几乎完全重合，说明穆勒矩阵模型的拟合结果

相当准确。

整个实验对厚、薄两种样品进行了测试，测试中在

样品的方位角 β 依次为 0°、45°、90°的情况下，入射角 α
在［0°，10°］范围内变化，变化步长仍然为 2°，先后测量

穆勒矩阵数据、建立穆勒矩阵模型。厚、薄两种样品在

不同的放置方位角下，各个入射角的模型均方根误差

结果如图 5 所示。厚样品均方根误差的最大值和平均

值分别为 4.182 和 4.127，薄样品均方根误差的最大值

和平均值分别为 3.906 和 3.770。较小的均方根误差值

表明建立的穆勒矩阵模型对于不同的样品放置方位可

以保持很好的稳定性，进一步验证了该模型的准

确性。

穆勒矩阵模型中还包括了样品的厚度信息，从拟

合结果可以获得样品的厚度 d。采用千分尺（测量精

度为 0.01 mm）进行多次测量取均值的方法作为厚、薄

两种样品的厚度参考值。厚、薄两种样品厚度的参考

值和拟合值如表 1 所示，其相对误差分别为 0.24% 和

0.57%。样品厚度的拟合值与参考值保持一致，更进

一步地验证了穆勒矩阵模型的准确性。

从穆勒矩阵模型的拟合结果中还可以获得晶体的

双折射率，结合样品厚度 d，代入式（19）即可计算出 c
切石英晶体在对应入射光波长下的相位延迟量。计算

以 193 nm 波长为例，结果显示光束垂直入射 c 切石英

晶体产生了微小相位延迟量。由模型的拟合结果还能

得到欧拉角 θE，θE表征的是 c 切石英晶体的 c 轴与测量

坐标系中 z 轴的夹角，该欧拉角的存在验证了晶体光

轴与测量坐标系方向的不一致。两种厚度的样品的相

位延迟量和欧拉角参数如表 2 所示。欧拉角的拟合结

果与 X 射线晶体定向仪的测量值（2'）相吻合，更充分

地证明了该模型的准确性。

4　结   论

本文提出了一种精确测量石英晶体参数的穆勒矩

阵模型。基于坐标变换和 Berreman 4×4 矩阵理论，建

立起穆勒矩阵测量值与晶体厚度、欧拉角和介电张量

的关联模型，并采用均方根误差作为标准来评价模型

的拟合效果。实验结果显示，穆勒矩阵元素的实际测

量色散曲线与模型拟合的色散曲线高度一致。在不同

的样品方位角和入射角下模型的均方根误差值都能稳

定在较小的范围内：厚样品均方根误差的最大值和平

均值分别为 4.182 和 4.127，薄样品均方根误差的最大

值和平均值分别为 3.906 和 3.770。拟合得到的厚度与

千分尺测量结果相近：厚、薄两种样品的拟合厚度分别

为 0.832 mm 和 0.691 mm，千分尺的测量厚度分别为

0.834 mm 和 0.695 mm，相 对 误 差 分 别 为 0.24% 和

0.57%。拟合得到的欧拉角 θE 分别为 1.902'和 1.932'，
与 X 射线晶体定向仪的测量结果吻合。实验结果充分

表明建立的穆勒矩阵模型拟合结果的准确性，并成功

得到了石英晶体的厚度、欧拉角和相位延迟量。利用

本模型结合双旋转补偿器型穆勒矩阵椭偏仪，通过简

单的测量步骤和模型拟合即可精准地得到样品的丰富

信息，为精确测量各向异性材料的参数提供了重要的

参考。
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Abstract
Objective　Quartz crystal is an important birefringence material, which is widely used in optical related fields. The two main optical 
parameters of quartz crystal wave plate are phase retardation and fast axis azimuth. Due to the influence of manufacturing process, 
these two actual parameters will deviate from the theoretical value, so it is usually necessary to accurately measure the optical 
parameters before use. Ellipsometry is usually used to measure the parameters of quartz crystal in a wide spectrum, but the existing 
ellipsometric measuring instruments often assume that the optical axis of the crystal is aligned with the measuring optical path, which 
introduces measurement error, especially in the ultraviolet band. Therefore, it is necessary to propose a fitting model for accurate 
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measurement of quartz crystal parameters. The model contains rich information and the fitting results are accurate. This model has 
important reference value for measuring the accurate parameters of anisotropic materials by ellipsometry.

Methods　A Mueller matrix model for accurate measurement of quartz crystal parameters by ellipsometry is proposed. Firstly, the 
crystal coordinate system (a, b, c) is transformed into the measurement coordinate system (x, y, z) by coordinate transformation, 
which involves three Euler angles ϕE, θE, and ψE (Fig. 1). After coordinate transformation, the expression of dielectric tensor of quartz 
crystal in the measurement coordinate system can be obtained. Then, the Berreman 4×4 matrix theory is used to establish the 
correlation between quartz crystal parameters and Mueller matrix. The Mueller matrix measurement value of the sample is obtained by 
the Mueller matrix ellipsometer, and then the Mueller matrix model is used for iterative fitting. The Levenberg-Marquardt algorithm 
is used for fitting, and the evaluation function is defined as root mean square error (RMSE). The fitting parameters are adjusted by 
nonlinear iterative regression to minimize the evaluation function, that is, when the evaluation function converges to the global 
minimum, the actual parameters of the sample are obtained. Finally, the thickness of the crystal, Euler angles and the phase 
retardation can be obtained by fitting calculation.

Results and Discussions　 In order to fully demonstrate the effect of the fitting model, we measured two samples with different 
thicknesses. Both samples were placed in different directions in turn, and different incident angles were selected for measurement at 
each placement azimuth (Fig. 2). Firstly, the built-in model of ellipsometer is used to fit the phase retardation. In the ultraviolet band, 
the fitting results of the phase retardation at different azimuth angles show significant non-zero values, and the maximum value is close 
to 4° (Fig. 3). Obviously, the built-in model has defects in fitting the phase retardation of quartz crystal. The Mueller matrix model 
described in this paper is then used for experiments. Taking the thick sample as an example, the actual measured Mueller matrix 
dispersion curve [Fig. 4(a)], the Mueller matrix dispersion curve fitted by the Mueller matrix model [Fig. 4(b)], and the difference 
between the two curves [Fig. 4(c)] can be obtained. The average value of the difference is -0.0007, and the maximum value is 0.231. 
At different sample azimuth angles and incident angles, the maximum and average RMSE of thick samples are 4.182 and 4.127, 
respectively, and the maximum and average RMSE of thin samples are 3.906 and 3.770, respectively (Fig. 5). The fitting thicknesses 
of thick and thin samples are 0.832 mm and 0.691 mm, respectively. In comparison, the measured thicknesses using micrometers are 
0.834 mm and 0.695 mm, respectively. The relative errors are 0.24% and 0.57%, respectively (Table 1). The Euler angles θE of thick 
and thin samples are 1.902' and 1.932', respectively.

Conclusions　 This paper proposes a Mueller matrix model for accurately measuring quartz crystal parameters. Based on the 
coordinate transformation and Berreman 4×4 matrix theory, the correlation model between the measured values of Mueller matrix 
and crystal thickness, Euler angle and dielectric tensor is established, and the fitting effect of the model is evaluated by using the 
RMSE as the evaluation function. The experimental results show that the fitted Mueller matrix dispersion curves are highly consistent 
with the measured dispersion curves. The RMSE of the model can be stabilized in a small range (<5) under different sample azimuth 
angles and incident angles. The thickness obtained by fitting is similar to that measured by micrometer (relative error <1%), and the 
fitted Euler angle is consistent with the measurement results. The experimental results fully show the accuracy of the fitting results of 
the established Mueller matrix model, and the thickness, Euler angle and phase retardation of the quartz crystal are successfully 
obtained. Using this model combined with the dual-rotating compensator Mueller matrix ellipsometer, rich information of the sample 
can be accurately obtained through simple measurement steps and model fitting, which provides an important reference for accurately 
measuring the parameters of anisotropic materials.
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