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摘要 准相位匹配技术是一种弥补相位失配的有效办法,在激光谐波产生和非线性光参量放大等方面备受关注。

现有的准周期超晶格结构存在结构单一性问题,运用豪斯多夫维数计算方法,设计并制备出二维希尔伯特分形结

构,将其应用到光学超晶格中。通过希尔伯特分形结构的衍射图与周期性结构的衍射图的对比,验证了希尔伯特

分形结构可以提供丰富的倒易矢量,由此可产生波长为543,
 

632,
 

696,
 

900
 

nm的二次谐波,为超短脉冲激光等技

术的发展提供了更多的选择。

关键词 非线性光学;
 

倒易矢量;
 

希尔伯特分形;
 

准相位匹配;
 

光学超晶格

中图分类号 O734   文献标志码 A  doi:
 

10.3788/CJL202249.0608001

  收稿日期:
 

2021-06-28;
 

修回日期:
 

2021-07-27;
 

录用日期:
 

2021-08-05
通信作者:

 

􀆽maboqin@cuc.edu.cn

1 引  言

为了能够补偿由基频波和谐频波在非线性光子

晶体中折射率不同导致的相位失配,Armstrong
 

等[1]提出了准相位匹配理论,即通过周期性地对非

线性光子晶体的非线性极化率进行调制来弥补不同

波长之间产生的相位差,进而提高非线性光学频率

的转换效率。Yamada等[2]通过外加电场极化方法

制备出一维周期反转畴结构并验证了准相位匹配理

论。南京大学团队进行了具有一维斐波那契准周期

畴结构的准相位匹配实验并提出了多重准相位匹配

理论,将准周期结构引入光学超晶格[3]。自提出准

周期畴结构以来,此概念引起了人们对准周期调制

介电体超晶格的关注与研究。经研究发现,基于二

阶非线性极化率的准周期调制也能够用于非线性光

学的相位匹配,即可以将准相位匹配由原来的周期

结构推广至准周期结构。由于准周期结构的有序性

低于周期结构,因此准周期畴结构具有更丰富的傅

里叶分量,即在倒易空间中分布着更加广泛的倒易

矢量。国内的研究团队已经证实了在一块非线性光

子晶体上,经过与超短脉冲激光的相互作用,实现多

阶次的高阶谐波产生[4-5]。在非线性光子晶体畴结

构的维度上,Berger[6]以六边形为例,首次将一维晶

格结构拓展到二维晶格结构,这一发现再一次丰富

了准相位匹配理论,为其提供了更加多元化的结构

设计思路。
近年来,随着激光加工技术和光刻技术的不断

优化和进步,传统的超晶格结构也在逐渐被新的结

构取代,同时对超晶格材料的应用需求也越来越高,
因此设计更加优良的光学超晶格结构具有重要意义。
国内外学者对铌酸锂(LN)[7-10]、钽酸锂(LT)[11-12]、磷
酸钛氧钾(KTP)[13-14]等光学超晶格材料在准相位

匹配谐波产生[15-20]、涡旋光产生[21-23]、切伦科夫辐

射[24]、飞秒激光擦除畴结构[25]等进行了较多的研

究实验,其中:香港科技大学研究了15阶 H型分形

光栅的夫琅禾费衍射图案,发现衍射光在高空间频

率范围内更加明显[26];Mossoulina等[27]对规则和

随机康托集的衍射图信息进行了详细分析。虽然上

述研究将准周期结构应用到光学超晶格中,但由于

结构本身原因,相应准周期结构的非线性频率转换

效率没有达到预期效果。
本文设计并制备了希尔伯特(Hilbert)分形超

晶格结构,并将此结构应用到非线性光学高阶谐波

产生的实验中。首先,介绍 Hilbert分形超晶格结
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构的基本原理与设计方法,并研究此分形结构的特

点;然后,利用周期性结构衍射光栅来确定 Hilbert
分形结构的倒易矢量,进而分析得出此结构可实现

准相位匹配的谐波输出。

2 Hilbert分形及其结构设计

分形是将同样的形状以不同的规格无限重复下

去形成的,例如谢尔宾斯基分形、Hilbert分形等。
分形的最主要特征是自相似性和分数维度。自相似

性意味着分形结构具有尺度的周期重复性,常用迭

代思想来描述。分数维度意味着分形结构具有很好

的空间填充性。Hilbert分形曲线是一条面积不为0
的二维空间填充曲线,是无限空间中的一条连续不可

导的曲线,可宏观地定义为fHC(x)=lim
n→∞

fPHC-n(x),

其中fPHC 为有限空间中的伪 Hilbert曲线,n 表示

曲线阶数。

一般来说,在同一分辨率情况下,当阶数n≥5
时,Hilbert分形的细节将不易观察。图1(a)为

3阶 Hilbert分形曲线结构示意图。假定空间边

长为l,空间被均分为23×23 个正方形,并以4
个最小的正方形单元为一组,将正方形单元中心

按图1所示的标号依次相连。其中,0到1、1到

2、2到3的连线称为一阶 Hilbert分形曲线。曲

线的拐点在正方形单元的中心,而 Hilbert分形

曲线正是由正方形单元的中心连线构成的。依

次连接 所 有 正 方 形 单 元 中 心,可 得 到n=3的

Hilbert分形,其包含着63条线段,且每条线段长

度为l/23。按上述方法无限迭代下去就可以得

到n 阶 Hilbert分 形 曲 线,第 n 阶 曲 线 包 含 着

4n-1条线段,线段长为l/2n。在空间边长l不

变的情况下,第n 阶曲线的线段长度是第(n+1)
阶的2倍。

图1 Hilbert分形结构示意图。(a)3阶Hilbert分形曲线结构示意图;(b)Hilbert分形超晶格正空间结构的掩模版局部示意图

Fig 
 

1 Schematic
 

of
 

Hilbert
 

fractal
 

structure 
 

 a 
 

Schematic
 

of
 

third-order
 

Hilbert
 

fractal
 

curve
 

structure 
 

 b 
 

a
 

partial
 

mask
 

schematic
 

of
 

the
 

positive
 

space
 

structure
 

of
 

Hilbert
 

fractal
 

superlattice

  图1(a)中黑色(虚线)和蓝色(点划线)线框内

分别为1阶 Hilbert分形曲线和2阶 Hilbert分形

曲线,可以看到,在
 

Hilbert
 

分形曲线迭代的过程

中,
 

每次迭代都会复制自身面积的4倍,同时分形

曲线所占据空间的边长由2个正方形单元边长扩展

到4个。因此,通过豪斯多夫维数的计算,可得出豪

斯多夫维数D=ln
 

p/ln
 

q=ln
 

4/ln
 

2=2,其中q为

曲线缩放比例,p 为恢复到缩放前所需低阶曲线的

个数。相对于分形维数为1.585的谢尔宾斯基分

形,Hilbert分形在正空间有更丰富的空间矢量。随

着分形阶数的增加,压缩的效率提高,该结构最终能

够填满整个空间,并平铺成一个正方形。本实验根

据利用外加高压电场极化技术制备非线性光子晶体

的要求,在1.4
 

cm×1.4
 

cm的方形区域内设计和

制备出 Hilbert分形超晶格结构。通过(1)式的计

算,可得出在方形区域内Hilbert分形的最大阶数n
为10。
2n-1×16.64+(2n-1-1)×10.64≤14000。 (1)

  为了能够将 Hilbert分形曲线更好地应用到光

学超晶格实验中,将分形曲线线宽d 设定为3
 

μm,
作为铌酸锂非线性光子晶体的极化反转区域。如

图1(b)所示,从 Hilbert分形超晶格结构的正空间

局部版图来看,Hilbert分形是一个连续图形,也称

“一笔画”,只有一组进出口,不存在任何交叉点。该
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分形结构是从一维曲线经过一次次迭代向二维空间

延伸,因此它在结构上的自相似性非常严格。如

图1(b)所示,红色框线的3阶 Hilbert分形结构是

由蓝色框线的2阶分形结构通过平移或旋转得到

的。以此类推,n阶 Hilbert分形结构是由n-1阶

分形结构通过平移或旋转得到的,这使得整个分

形结构具有明显的自相似性和对称性,橙色虚线

代表3阶 Hilbert分形结构的对称轴。另外,在横

向和 纵 向 上 存 在 一 定 数 量 且 空 间 尺 寸 分 别 为

13.64
 

μm、27.28
 

μm和40.92
 

μm的长度单元a、

b、c,它们之间重复交错排列,构成了 Hilbert分形

结构的基本框架。除此之外,Hilbert分形结构正

空间还存在尺寸为a、2a、3a、5a、7a 的空间间距。
当分形阶数增加到n 时,分形结构中还会存在尺

寸为(2n-1-1)a 的空间间距,这就使得在分形结

构倒易空间的横向和纵向上存在与倒易基矢ka

成倍数关系的倒易矢量,有助于实现多波段的频

率转换。

3 实验结果与讨论
 

3.1 周期性超晶格结构分析

图2(a)~(c)所示分别为方形、正六边形和旋

转30°的正六边形三种周期性超晶格结构。从具有

成熟数据基础的周期性结构出发,通过与 Hilbert
分形结构的对比,利用超晶格结构衍射图的倒易矢

量分布计算法[24],通过比例换算来计算 Hilbert分

形的倒易矢量。与 Hilbert分形结构类似,也选择

在1.4
 

cm×1.4
 

cm的区域内制备三种周期性超晶

格结构,其周期λ 为13.64
 

μm,周期性结构的圆孔

直径均为3
 

μm。

图2 不同形状的周期性超晶格结构掩模版示意图。(a)方形;(b)正六边形;(c)旋转30°的正六边形

Fig 
 

2 Schematic
 

of
 

periodic
 

superlattice
 

structure
 

masks
 

with
 

different
 

shapes 
 

 a 
 

Square 
 

 b 
 

regular
 

hexagon 
 

 c 
 

regular
 

hexagon
 

rotated
 

by
 

30°

  通过夫琅禾费衍射实验来观察分析非线性光子

晶体倒易空间中的倒易矢量分布,而光的衍射在数

学上是二维傅里叶变换的直接体现。由衍射原理可

知,通过对图像进行二维傅里叶变换即可得到对应

的夫琅禾费衍射图。本文利用 MATLAB软件设计

了一套超晶格衍射仿真程序,并用波长为632
 

nm
的He-Ne激光器照射掩模版进行衍射实验,得到如

图3(a)~(c)所示的方形、正六边形和旋转30°的正

六边形周期性超晶格结构衍射仿真图,右上角1/4
部分为衍射实验图,虚线表示衍射点的基本形状,每
种结构的仿真结果都与其实验结果非常吻合。从衍

射实验图可以看出,方形结构的衍射点分布呈方形

结构,六边形的衍射点分布呈六边形结构。其中,正
六边形倒易空间的衍射点分布可以看成是由正空间

格点旋转30°得到的,这与Berger[6]的研究结果完

全一致。

图3 不同形状的周期性超晶格结构衍射的仿真图和实验图(插图)。
 

(a)方形;(b)正六边形;(c)旋转30°的正六边形

Fig 
 

3 Simulation
 

and
 

experimental
 

 inset 
 

diagrams
 

of
 

periodic
 

superlattice
 

structure
 

diffraction
 

with
 

different
 

shapes 
 

 a 
 

Square 
 

 b 
 

regular
 

hexagon 
 

 c 
 

regular
 

hexagon
 

rotated
 

by
 

30°
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  对一维周期性结构非线性光子晶体而言,倒易

矢量大小 Gm =2πm/Λ,其中,Λ 为周期,m 为倒

易矢量在水平方向上的阶数。倒易矢量Gm 在准相

位匹配中被用来补偿相位失配量Δk,则准相位匹配

条件可表示为

k2ω -2kω -Δk=k2ω -2kω -Gm =0, (2)
式中:kω、k2ω 分别为基频波和二次谐波的波矢。在

二维结构下,方形结构的倒易矢量大小 Gsq
m,n 和正

六边形结构的倒易矢量大小 Ghex
m,n 具有不同的计

算公式,即

Gsq
m,n =

2π
λ × m2+n2,

  

(3)

Ghex
m,n =

2π
λ × m2+n2+mn, (4)

式中:n 为二维结构中倒易矢量在竖直方向上的

阶数。
本文以铌酸锂非线性光子晶体中m=1、n=0

(或m=0、n=1)的二次谐波产生为例进行说明。
将得到的倒易矢量代入动量守恒公式和铌酸锂晶体

的Sellmeier公式,便可得出方形、正六边形和旋转

30°的正六边形超晶格结构产生的二次谐波波长。
在衍射实验中,衍射屏和掩模版的距离为15

 

cm。
经测量,方形、正六边形和旋转30°的正六边形衍射

图 中 心 区 域 相 邻 衍 射 强 点 之 间 的 距 离 分 别 为

5.56
 

mm、5.8
 

mm 和5.8
 

mm,误差范围在6%以

内。在基频波和谐频波共线的条件下,当 m=1、

n=0(或m=0、n=1)时,方形和正六边形可采用一

维 周 期 性 结 构 的 倒 易 矢 量 计 算 方 法,可 得 出

G1,0 或 G0,1 为0.460
 

μm
-1,对应的输入波长为

1352
 

nm,二次谐波波长为676
 

nm;当m=1、n=1
时,代入(3)式和(4)式,可得出方形和六边形的

G1,1 分别为0.650
 

μm
-1 和0.796

 

μm
-1,对应的

输入波长为1194
 

nm和1114
 

nm,二次谐波波长为

597
 

nm和557
 

nm。

3.2 Hilbert分形结构超晶格分析

图4(a)为利用波长为632
 

nm的 He-Ne激光

器照射Hilbert分形结构所产生的衍射图。可以看

出,在 Hilbert分形超晶格结构的倒易空间中,斑点

在横轴和竖轴上等距离分布,并且随着斑点与中心

的距离增大,亮度逐渐减弱。这是因为在正空间的

水平和竖直方向上分布着大量相互垂直的空间基

矢。除此之外,还存在着围绕横、竖两轴线对称分布

的衍射斑点。斑点的亮度随斑点到轴线和中心的距

离增大而逐渐减弱。在 Hilbert超晶格结构的倒易

空间中,利用倒易矢量的线性组合可以实现大范围

连续波可调谐的相位补偿,若适当调整结构密度,则
有可能实现倒易矢量的全方向覆盖,即可以满足高

阶谐波产生所需的准相位匹配条件。图4(b)为

Hilbert分形结构的衍射仿真图,仿真结果与实验结

果基本吻合。

图4 Hilbert分形衍射图。(a)衍射实验图;(b)衍射仿真图;(c)中心部分放大图

Fig 
 

4 Hilbert
 

fractal
 

diffraction
 

diagrams 
 

 a 
 

Experimental
 

diffraction
 

diagram 
 

 b 
 

simulated
 

diffraction
 

diagram 
 

 c 
 

enlarged
 

diagram
 

of
 

central
 

part

  需要注意的是,如图4(a)虚线所示,Hilbert分

形衍射实验图出现一条暗纹,这是因为衍射角θ处

的光辐照度与中心点的光辐照度满足以下关系

I(θ)
I(0)=sinc

(β), (5)

式中:β=(πd/λ)sin
 

θ,为相位差,d 为线宽。当β=
kπ时(k取整数且k≠0),即当kλ/d=sin

 

θ
 

时,经
过计算得到,第一暗纹到中心的距离为3.2

 

cm。经

测量,Hilbert分形结构的暗纹到中心的距离分别为

3.4
 

cm、3.3
 

cm和3.2
 

cm,实际测量值与理论计算

结果基本吻合。
基于超晶格结构衍射图的倒易矢量分布计算

法[28],通过比例换算的方式得到 Hilbert分形结构

的倒易矢量。比例公式可表示为

GHil

Gper
=
LHil

Lper
,

  

(6)

式中:GHil 和 Gper 分别为 Hilbert分形结构和周

期性结构的倒易矢量大小;LHil 和Lper 为各结构衍
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射图中同阶次衍射亮斑到中心的距离。
经过测量,在衍射屏和掩模版的距离为15

 

cm
的情况下,Hilbert分形结构各阶次衍射亮斑到中心

的距离分别为3.08
 

mm、6.25
 

mm、11.75
 

mm,代
入(6)式,可得到各阶次亮斑对应倒易矢量的大小分

别为0.227
 

μm
-1、0.427

 

μm
-1、0.866

 

μm
-1。经过

计算便可得出 Hilbert分形结构能够实现波长为

900
 

nm、696
 

nm、543
 

nm的二次谐波输出。
图4(c)所示为衍射图的中心部分。需要注意

的是,在图4(c)中,设G1,0 为倒易基矢,其大小为相

邻衍射强点之间的距离。Hilbert分形衍射图中除

了由衍射强点构成的单位长度为 G1,0 的十字衍射

亮线外,还存在其他倒易矢量,其倒易矢量具有

1
2G1,0 的倍数特征。这意味着相邻衍射强点之间存

在着二等分点,使得 Hilbert分形结构可提供更多

的倒易矢量。本文以
1
2G1,0+G0,1 为例,计算了该

线性组合的倒易矢量及其对应的准相位匹配谐波,
可得到其倒易矢量大小为0.552

 

μm
-1,对应的输入

波长为1264
 

nm,二次谐波的波长为632
 

nm。由于

Hilbert分形结构在任意尺度下都能保持高度的自

相似性,其倒易空间中分布着大量倒易矢量,因此通

过高阶Hilbert分形可获得更小的倒易矢量。将较

小的倒易矢量进行线性组合可实现较长波长的非线

性频率转换。
此外,将Hilbert分形超晶格结构和 H 型分形

结构的衍射图进行对比,结果如图5所示。图5(a)
为由波长为532

 

nm的绿光激光器照射 Hilbert分

形结构所产生的衍射图,图5(b)为 H 型分形结构

的衍射图。通过对比可以看到,虽然两个分形结构

的豪斯多夫维数都是2,但是Hilbert分形结构倒易

空间中的衍射点分布具有密集和广泛的特征,这是

图5 分形结构衍射实验图。(a)Hilbert分形;

(b)H型分形[22]

Fig 
 

5 Experimental
 

diagrams
 

of
 

fractal
 

structure
 

diffraction 
 

 a 
 

Hilbert
 

fractal 
 

 b 
 

H-fractal 22 

因为在正空间中,与H型分形结构相比,Hilbert分

形结构在水平和竖直方向上存在许多尺寸相同的长

度单元,因此Hilbert分形结构具有较高的有序性,
即具有更强的周期性。同时,在同阶次的情况下,

Hilbert分形结构的空间填充率大于 H 型分形结

构,因此 Hilbert分形结构也具有较高的复杂性。
这将意味着 Hilbert分形结构能够在相位匹配中提

供丰富的倒易矢量,能够满足多波长高次谐波输出

的要求。
接下来,将制备具有 Hilbert分形结构的铌酸

锂非线性光子晶体,实验测量和理论计算所制备铌

酸锂非线性光子晶体的倍频转换效率。已有研究人

员采用外加电场极化的方法成功极化了不同类型的

铌酸锂非线性光子晶体,包括由圆形电极构成的周

期和准周期超晶格结构,以及由条形电极构成的 H
型分形超晶格结构[29-31]。与 H 型分形结构非常相

似,Hilbert分形结构也是由若干条形结构组成的,
因此极化 Hilbert分形非线性光子晶体是完全可行

的。具有H型分形超晶格结构的铌酸锂非线性光

子晶体已经实现了674,592,577,544,517,499
 

nm
波长的共线准相位匹配。尤其是对于499

 

nm的二

次谐波,其归一化转换效率约为0.53%/mW[29]。
由于 Hilbert分形与 H型分形具有较高的相似度,

Hilbert分形结构的归一化转换效率与 H型分形结

构相当,甚至在优化极化反转占空比或者提高入射

基频光功率的情况下,可进一步提高 Hilbert分形

结构的转换效率。综上所述,具有丰富倒易矢量的

Hilbert分形结构的非线性光子晶体有望应用到多

波段频率转换、光参量振荡器优化、宽带脉冲白光激

光器设计、多周期太赫兹脉冲的实现和非线性光子

晶体光场调控等方面。

4 结  论

设计并制备出二维 Hilbert分形超晶格结构,
并对其进行夫琅禾费衍射实验,实验结果与仿真计

算结果基本吻合。在正空间中,由于 Hilbert分形

结构具有较强的有序性和复杂性,则在倒易空间中,
倒易 矢 量 分 布 丰 富 并 且 密 集。经 过 计 算,利 用

Hilbert分形超晶格结构可以产生波长为543
 

nm、

696
 

nm和900
 

nm的二次谐波。此外,由于较小倒

易矢量
1
2G1,0 的存在,经过线性组合后可实现波长

为632
 

nm的二次谐波产生,甚至可实现近红外乃

至中红外波段的有效输出。由此,Hilbert分形超晶
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格结构可补偿多波长的相位失配,有利于实现准连

续波长的高次谐波输出及集成光电器件的研发。
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Quasi-Phase-Matching
 

Based
 

on
 

Hilbert
 

Fractal
 

Superlattice
 

Structure

Lü
 

Jiafu1 
 

Ma
 

Boqin1􀆽 
 

Wang
 

Xueying2
1School

 

of
 

Data
 

Science
 

and
 

Intelligent
 

Media 
 

Communication
 

University
 

of
 

China 
 

Beijing
 

100024 
 

China 
2School

 

of
 

Information
 

and
 

Communication
 

Engineering 
 

Communication
 

University
 

of
 

China 
 

Beijing
 

100024 
 

China

Abstract

Objective The
 

quasi-phase-matching
 

theory
 

was
 

first
 

proposed
 

to
 

compensate
 

for
 

the
 

phase
 

mismatching
 

caused
 

by
 

different
 

refractive
 

indices
 

of
 

the
 

fundamental
 

and
 

harmonic
 

waves
 

in
 

nonlinear
 

photonic
 

crystals 
 

The
 

team
 

from
 

Nanjing
 

University
 

introduced
 

the
 

one-dimensional
 

Fibonacci
 

quasi-periodic
 

domain
 

structure
 

into
 

the
 

optical
 

superlattice 
 

As
 

the
 

order
 

of
 

the
 

quasi-periodic
 

structure
 

is
 

weaker
 

than
 

that
 

of
 

the
 

periodic
 

structure 
 

the
 

quasi-
periodic

 

domain
 

structure 
 

especially
 

that
 

with
 

the
 

fractal
 

structure 
 

has
 

richer
 

Fourier
 

components 
 

Therefore 
 

more
 

extensive
 

reciprocal
 

vectors
 

are
 

in
 

the
 

reciprocal
 

space 
 

Recently 
 

researchers
 

have
 

been
 

exploring
 

and
 

designing
 

more
 

excellent
 

optical
 

superlattice
 

structures
 

to
 

meet
 

the
 

increasing
 

application
 

requirements
 

for
 

superlattice
 

materials 
 

However 
 

owing
 

to
 

its
 

low
 

Hausdorff
 

dimension 
 

the
 

corresponding
 

nonlinear
 

frequency
 

conversion
 

efficiency
 

is
 

not
 

attained
 

in
 

existing
 

fractal
 

superlattice
 

structures 
 

such
 

as
 

the
 

Cantor
 

set
 

and
 

Koch
 

curve 
 

In
 

this
 

paper 
 

we
 

propose
 

the
 

design
 

and
 

preparation
 

of
 

the
 

Hilbert
 

fractal
 

superlattice
 

structure 
 

apply
 

to
 

the
 

experiment
 

of
 

nonlinear
 

optical
 

high-order
 

harmonic
 

generation 
 

Results
 

from
 

the
 

novel
 

fractal
 

structure
 

experimental
 

methods
 

and
 

research
 

findings
 

can
 

be
 

helpful
 

to
 

the
 

phase
 

matching
 

of
 

multiple
 

wavelengths
 

and
 

high-
order

 

harmonic
 

output
 

of
 

quasi-continuous
 

wavelengths 

Methods Using
 

the
 

characteristics
 

of
 

a
 

fractal 
 

we
 

illustrated
 

that
 

the
 

fractal
 

structure
 

was
 

obtained
 

by
 

broadening
 

the
 

fractal
 

curve
 

into
 

a
 

stripe
 

structure 
 

Further 
 

we
 

showed
 

that
 

the
 

Hilbert
 

fractal
 

structure
 

was
 

a
 

two-dimensional
 

space-filling
 

curve 
 

Then 
 

taking
 

third-order
 

Hilbert
 

fractal
 

structure
 

as
 

an
 

example 
 

we
 

used
 

an
 

iterative
 

method
 

to
 

deduce
 

the
 

design
 

method
 

of
 

the
 

n-order
 

Hilbert
 

fractal
 

structure 
 

Furthermore 
 

the
 

fractal
 

dimension
 

of
 

the
 

Hilbert
 

fractal
 

structure
 

was
 

obtained
 

by
 

calculating
 

the
 

Hausdorff
 

dimension 
 

Moreover 
 

the
 

derivation
 

proves
 

that
 

the
 

reciprocal
 

space
 

of
 

the
 

structure
 

provides
 

rich
 

reciprocal
 

vectors 
 

Next 
 

using
 

the
 

local
 

layout
 

analysis
 

of
 

the
 

real
 

space
 

of
 

the
 

Hilbert
 

fractal
 

structure 
 

we
 

evaluated
 

the
 

influence
 

of
 

the
 

increase
 

of
 

the
 

fractal
 

order
 

on
 

the
 

reciprocal
 

vector
 

in
 

the
 

reciprocal
 

space 
 

Additionally 
 

we
 

obtained
 

the
 

reciprocal
 

vectors
 

of
 

the
 

Hilbert
 

fractal
 

structure
 

from
 

the
 

distribution
 

of
 

the
 

periodic
 

structures
 

reciprocal
 

vector
 

by
 

proportional
 

calculation 
 

Using
 

the
 

momentum
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conservation
 

and
 

Sellmeier
 

formula
 

of
 

lithium
 

niobite
 

crystals 
 

we
 

obtained
 

the
 

second
 

harmonics
 

generated
 

by
 

the
 

Hilbert
 

fractal
 

superlattice
 

structure 

Results
 

and
 

Discussions A
 

two-dimensional
 

Hilbert
 

fractal
 

superlattice
 

structure
 

was
 

designed 
 

We
 

performed
 

the
 

diffraction
 

experiment
 

for
 

two-dimensional
 

periodic
 

superlattices 
 

Furthermore 
 

the
 

Hilbert
 

fractal
 

structure
 

and
 

diffraction
 

simulation
 

were
 

performed
 

under
 

the
 

same
 

conditions
 

using
 

lasers
 

with
 

wavelengths
 

of
 

532
 

and
 

632
 

nm 
 

respectively 
 

From
 

the
 

diffraction
 

pattern 
 

the
 

spots
 

in
 

the
 

reciprocal
 

space
 

of
 

the
 

Hilbert
 

fractal
 

superlattice
 

structure
 

are
 

equidistantly
 

distributed
 

on
 

the
 

horizontal
 

and
 

vertical
 

axes 
 

Results
 

show
 

that
 

the
 

brightness
 

gradually
 

decreases
 

with
 

an
 

increase
 

in
 

the
 

distance
 

from
 

the
 

spot
 

to
 

the
 

center 
 

Also 
 

the
 

dark
 

fringes
 

in
 

the
 

Hilbert
 

fractal
 

diffraction
 

experiment
 

diagrams
 

 Fig 
 

4 
 

were
 

owing
 

to
 

the
 

change
 

in
 

the
 

diffraction
 

angle 
 

making
 

the
 

ratio
 

of
 

the
 

light
 

intensity
 

between
 

this
 

point
 

and
 

the
 

center
 

point
 

attain
 

its
 

minimum 
 

Thus 
 

from
 

the
 

reciprocal
 

vector
 

distribution
 

of
 

the
 

fractal
 

structure 
 

the
 

Hilbert
 

fractal
 

superlattice
 

structure
 

can
 

be
 

achieved
 

using
 

collinear
 

quasi-
phase-matching

 

for
 

543 
 

632 
 

696 
 

and
 

900
 

nm
 

wavelengths 
 

respectively 
 

The
 

comparative
 

analysis
 

with
 

H-shaped
 

fractal
 

 Fig 
 

5 
 

proves
 

that
 

the
 

Hilbert
 

fractal
 

structure
 

has
 

a
 

stronger
 

order
 

and
 

complexity 
 

and
 

can
 

provide
 

richer
 

and
 

denser
 

reciprocal
 

vectors 
 

The
 

normalized
 

conversion
 

frequency
 

of
 

Hilbert
 

fractal
 

structure 
 

composed
 

of
 

several
 

strip-shaped
 

structures 
 

was
 

compared
 

to
 

that
 

of
 

the
 

H-shaped
 

fractal 
 

Results
 

show
 

that
 

the
 

conversion
 

efficiency
 

can
 

be
 

further
 

improved
 

through
 

optimizing
 

the
 

poled
 

reversal
 

duty
 

ratio
 

or
 

increasing
 

the
 

incident
 

fundamental
 

frequency
 

optical
 

power 

Conclusions In
 

this
 

paper 
 

two-dimensional
 

periodic
 

and
 

Hilbert
 

fractal
 

superlattices
 

were
 

manufactured 
 

and
 

their
 

Fraunhofer
 

diffraction
 

experiments
 

were
 

performed
 

using
 

lasers
 

with
 

wavelengths
 

of
 

532
 

and
 

633
 

nm 
 

respectively 
 

The
 

experimental
 

results
 

agree
 

well
 

with
 

simulation
 

calculations 
 

Owing
 

to
 

the
 

stronger
 

order
 

and
 

complexity
 

of
 

the
 

Hilbert
 

fractal
 

structure 
 

the
 

distribution
 

of
 

reciprocal
 

vectors
 

is
 

rich
 

in
 

reciprocal
 

space 
 

Furthermore 
 

the
 

second
 

harmonics
 

at
 

wavelengths
 

of
 

543 
 

696 
 

and
 

900
 

nm
 

were
 

achieved
 

in
 

the
 

lithium
 

niobite
 

of
 

the
 

Hilbert
 

fractal
 

superlattice
 

structure
 

using
 

theoretical
 

calculations 
 

Additionally 
 

owing
 

to
 

small
 

reciprocal
 

vectors 
 

the
 

second
 

harmonic
 

with
 

a
 

wavelength
 

of
 

632
 

nm
 

was
 

generated
 

after
 

linear
 

combinations 
 

thereby
 

obtaining
 

the
 

effective
 

output
 

in
 

the
 

near-infrared
 

and
 

mid-infrared
 

bands 
 

Therefore 
 

Hilbert
 

fractal
 

nonlinear
 

photonic
 

crystals
 

with
 

rich
 

reciprocal
 

vectors
 

are
 

expected
 

to
 

be
 

used
 

in
 

multiband
 

frequency
 

conversion 
 

optical
 

parametric
 

oscillator
 

optimization 
 

broadband
 

pulsed
 

white
 

laser
 

design 
 

realization
 

of
 

multi-period
 

terahertz
 

pulses 
 

and
 

nonlinear
 

photonic
 

crystal
 

light
 

field
 

modulation 
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