
第49卷
 

第15期/2022年8月/中国激光 研究论文

恒定热流辐照生物组织传热的合理
非傅里叶边界条件的确定
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摘要 在对活体生物组织有强吸收的激光辐射热疗领域,理论研究对理解治疗过程具有不可替代的作用。由于激

光源的激发时间相对于组织平衡时间非常短,因此非傅里叶模型在理论研究中越来越重要。目前,恒定热流被认

为是一个独立于时间的物理量,根据该物理量得到的结论与现有文献中的实验结果不一致。本文基于恒定热流随

时间的变化,建立了修正的非傅里叶边界条件,并应用积分变换方法获得解析解。与文献中已有的结果相比,当前

修正模型得到的温升和温度分布曲线与文献中的实验结果一致。本文认为基于时间无关的非傅里叶边界条件是

不符合热平衡的。进一步,在修正的非傅里叶边界条件下,本文讨论了单相滞后模型(SPLM)和两相滞后模型

(DPLM)的不同传热机理及其与现有描述的不同。
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1 引  言

随着激光医学、磁疗和微波技术的发展[1-2],基于

细胞对温度的敏感性和适应性,研究人员提出了各种

热疗技术。热疗的成功取决于精确预测和控制组织中

的温度、损伤和应力分布。到目前为止,求取解析解和

建立数值模型已被证明是精确预测组织热行为的有效

方法。时域解析解的研究不仅可以验证数值模型的结

果,还可以为正确实施技术方案提供理论指导。因此,
研究人员建立了各种数学模型,包括整数阶和分数阶

微分方程,并得到了相应的解[3-14]。通常,这些数学模

型(也称为生物传热模型)可分为傅里叶模型和非傅里

叶模型。
1948年,Pennes[3]首次建立了基于傅里叶导热定

律的生物传热模型,他通过引入血液灌注项(作为输入

热源)给出了能量守恒方程

ρtct
∂T
∂t= �·(q)+ωaρaca Ta-T  +qm+qr,(1)

式中:ωa 为动脉血液灌注率;ρt、ct 分别为组织的密度

和比热容;ρa、ca 分别为动脉血的密度和比热容;Ta、T
分别为血液和组织的温度;qm、qr 分别为代谢热和内

部热源;t为时间。傅里叶定律的表达式为

q(r,t)=-k �T(r,t), (2)
式中:q(r,t)为热流通量;k 为热导率;�T(r,t)为温度

梯度;r为坐标矢量。将式(2)与式(1)合并,可以得到下

文式(8)所示的一维Pennes生物传热模型(PBM)。
然而,在快速加热过程中,活体组织中可能存在着

非傅里叶传热机理。包括整数阶和分数阶模型[4-7]在

内的许多非傅里叶生物传热模型已经被提出,其中,一
种典型的模型是将式(1)所示的能量方程与式(3)所示

的单相滞后(SPL)方程合并后获得的一维单相滞后模

型(SPLM)[9-10],如式(9)所示。

-k �T(r,t)=q(r,t)+τq
∂q
∂t
, (3)

式中:τq=α/C2
t 为热弛豫时间,其中α 是热扩散率,

Ct是热波在介质中的速度。大多数活体生物组织包

含细胞、上部结构、液体和固体组织,这些生物材料

都是非均匀的,它们的热弛豫时间比工程材料大得

多。生物材料和组织在低温下的热弛豫时间为10~
100

 

s,在室温下的热弛豫时间为1~100
 

s[6];肉类产

品的热弛豫时间为20~30
 

s[13-14];加工肉的热弛豫

时间约为15.5
 

s[12]。
此外,将式(1)与式(4)所示的双相滞后(DPL)方

程[7-8]合并可以获得双相滞后模型(DPLM),如式(10)
所示。

DPL
 

equation:-k 1+τT
∂
∂t

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 �T=q(r,t)+τq
∂q
∂t
,

(4)
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式中:τq 和τT 被解释为双相滞后时间参数,它们分别

考虑的是“热惯性”和“微观结构相互作用”的影响。将

Mitra等[12]的实验数据与不含血液灌注项的DPLM
的预测数据进行拟合,可以发现:在实验Ⅰ中,τq=16

 

s,
 

τT=0.043
 

s;在实验Ⅲ中,τq=14
 

s
 

,
 

τT=0.056
 

s。
在 过 去10年 中,研 究 人 员 对 PBM、SPLM 和

DPLM进行了比较和分析。文献[15-19]对非傅里叶

生物传热模型的研究主要集中在合理的控制方程上,
而合理的边界条件大多被忽略,从而导致控制方程与

边界 条 件 之 间 存 在 一 些 不 相 容 的 问 题。在 文

献[15-19]中,对快速加热生物组织建立的控制方程为

非傅里叶传热方程,而边界条件为傅里叶型条件。文

献[20]针对二维问题在第三类边界条件下的瞬态问题

进行了研究。文献[15-21]给出的定解问题数学模型

中的热传导方程包含非傅里叶传热物理机理,但边界

条件还是傅里叶传热机理,不适合描述同时存在于生

物组 织 和 边 界 上 的 非 傅 里 叶 传 热 物 理 现 象。文

献[15-21]所提模型得到的温度变化均存在这样的理

论结果:任意位置处温度的变化均存在延迟,且温度的

变化速率均小于傅里叶型传热模型得到的温度的变化

速率,任意时刻的温度也低于傅里叶型传热模型得到

的温度。正确应用非傅里叶边界条件会导致表面温度

跳变,同时,热波特性也会导致内部温度变化延迟和快

速上升,这些非傅里叶传热特征是微观非平衡传热所

特有的,在文献[22-25]中亦有详细描述。
进一步,在文献[26-27]中,研究人员认识到非傅

里叶热流边界条件对温度分布的影响;但是,由于恒定

热流边界条件的不正确应用,传热的非傅里叶特性没

有表现出来。在文献[26-27]中,皮肤组织承受恒定热

流的SPLM和DPLM的非傅里叶边界条件分别为

SPLM
 

boundary
 

condition:
 

q(0,t)=-k∂T
(0,t)
∂x

,
 

x=0,
 

t>0, (5a)

DPLM
 

boundary
 

condition:
 

q(0,t)=-k∂T
(0,t)
∂x -kτT

∂
∂t
∂T(0,t)
∂x

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,
 

x=0,t>0, (5b)

式中:q(0,t)为表面热通量;T 为皮肤组织温度;k为皮肤组织的热导率;x 和t分别为空间坐标和时间坐标。值

得注意的是,激光源是组织瞬态温度发生变化的激发源,因此q(0,t)应视为时间相关常数。也就是说,∂q(0,t)/
∂t≠0。因此,式(5a)和式(5b)所示的边界条件应被修正为

SPLM
 

boundary
 

condition:
 

q(0,t)+τq
∂q(0,t)
∂t =-k∂T

(0,t)
∂x

,
 

x=0,t>0, (6a)

DPLM
 

boundary
 

condition:
 

q(0,t)+τq
∂q(0,t)
∂t = -k∂T

(0,t)
∂x -kτT

∂
∂t
∂T(0,t)
∂x

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,
 

x=0,
 

t>0,(6b)

  激光源的辐射能量只有在其启动后才保持恒定,
故q(0,t)可以表示为

q(x,t)=q0U(t)=
0, t<0
q0,t≥0 , (7)

式中:U(t)是单位阶跃函数;q0 为定值热流强度。
本文基于修正的边界条件方程,建立了一维生物

活体组织的非傅里叶热传导方程的数学模型,并用积

分 变 换 法 得 到 了 该 模 型 的 解 析 解,分 析 了 与 文

献[26-27]中所提机理不同的传热机理。同时,本文明

确提出了在恒定热流下应采用正确形式的非傅里叶边

界条件,且非傅里叶边界条件仅适用于非傅里叶生物

热传导方程,而傅里叶边界条件仅适用于Pennes生物

热传导方程。

2 数学模型

对于图1所示的厚度L 恒定的生物组织,其左侧

受恒定热流q0 的辐照,本文给出了描述其内部传热的

三种生物传热模型,即Pennes生物传热模型(PBM)、
SPLM和DPLM。

PBM:
 

ρtct
∂T
∂t+ρacaωa T-Ta  =k∂

2T
∂x2 +qm, (8)

图1 恒定热流条件下厚度为L 的生物组织

Fig 1 Biological
 

tissue
 

with
 

L
 

thickness
 

subjected
 

to
 

constant
 

heat
 

flux

SPLM:
 

τqρtct
∂2T
∂t2

+ ρtct+τqωaρaca  ∂T∂t +

ρacaωa T-Ta  =k∂
2T
∂x2 +qm, (9)

DPLM:
 

τqρtct
∂2T
∂t2

+ ρtct+τqωaρaca  ∂T∂t +
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ρacaωa T-Ta  =k1+τT
∂
∂t  ∂

2T
∂x2 +qm,(10)

  需要指出的是,式(9)在τq=0的情况下可以简化

为式(8),式(10)在τT=0的情况下可以简化为式(9)。
结合式(7)所示的激光热源,对应于上述三个模型

的恒定热流下皮肤组织的边界条件可分别表示为

PBM
 

boundary
 

condition:
 

q0U(t)=-k∂T
(x,t)
∂x

,
 

x=0,t>0, (11)

SPLM
 

boundary
 

condition:
 

q0 U(t)+τqδ(t)  =-k∂T
(x,t)
∂x

,
 

x=0,t>0, (12)

DPLM
 

boundary
 

condition:
 

q0 U(t)+τqδ(t)  =-k ∂T∂x +τT
∂2T
∂t∂x

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,
 

x=0,t>0, (13)

式中:U(t)为单位阶跃函数;δ(t)为狄拉克脉冲函数。
在x=L 处,隔热边界条件可以写成

∂T(x,t)
∂x =0

 

(x=L,
 

t>0), (14)

初始条件可以写成

T=Ta,
 ∂T
∂t =0

 

(0<x<L,
 

t=0)。 (15)

  显然,式(8)、(11)、(14)、(15)构成了生物传热问

题的PBM 数学模型,式(9)、(12)、(14)、(15)构成了

生物传热问题的 SPLM 数 学 模 型,式(10)、(13)、
(14)、(15)构成了生物传热问题的DPLM数学模型。

3 理论解

为求解方便,引入以下无量纲变量:

x* =
x
L
,

 

t* =
at
L2
,

 

T* =
k T-Ta  

q0L
,

 

q*
met=

qmetL
q0

,

(16a)

τT,τq  * =
a
L2τT,τq  ,

 

ω*
a =ωa

L2

a
,(16b)

其中a 为热导率,qmet为新陈代谢热源。
3.1 非傅里叶边界条件的SPLM 和DPLM 的解

根据式(16),可以得到省略上标星号后的式(9)和
式(10)的无量纲形式,即

τq
∂2T
∂t2

+ τqωaβ+1  ∂T∂t +ωaβT=
∂2T
∂x2 +qm,

(17a)

τq
∂2T
∂t2

+ τqωaβ+1  ∂T∂t +ωaβT=

∂2T
∂x2 +τT

∂3T
∂t∂x2+qm, (17b)

式中:β=
ρbcb
ρtct

。

式(12)~(14)所示的边界条件的无量纲形式可以

写成

SPLM
  

boundary
 

condition:
 

U(t)+τqδ(t)=-
∂T
∂x
,

 

x=0,
 

t>0, (18)

DPLM
 

boundary
 

condition:
 

U(t)+τqδ(t)=-
∂T
∂x -τT

∂2T
∂x∂t

,
 

x=0,
 

t>0, (19)

∂T
∂x =0,

 

x=1,t>0。 (20)

式(15)所示的初始条件的无量纲化可以表示为

T=0,
 ∂T
∂x =0,

 

0<x<1,
 

t=0。 (21)

  运用有限余弦傅里叶积分变换求解式(17a)和式(17b),最终解表示为

T(x,t)=θ0(t)+2∑
+∞

n=1
θn(t)cosnπx  , (22)

式中:θn(t)=∫10T(x,t)cos(nπx)dx,
 

n=0,1,2,…。
对于DPLM,

θ0(t)=
21+qmet  

ε0
τqexp-

1+βτqωa

2τq
t  sinε0

2τq
t  +∫t

0
exp-

1+βτqωa

2τq
ξ  sinε0

2τq
ξ  dξ  , (23)

式中:ε0= 4τq 1+ωaβ  - 1+ωaβτq  2;ξ为积分变量。如果 1+βωaτq+n2π2τT  2>4τq n2π2+ωaβ  ,则

θn(t)=
2
ε1

τqexp-
1+βτqωa+n2π2τT

2τq
t  sinhε1

2τq
t  + ∫

t

0
exp-

1+βτqωa+n2π2τT

2τq
ξ  sinhε1

2τq
ξ  dξ ,(24a)

其中ε1= 1+ωaβτq+n2π2τT  2-4τq 1+n2π2+ωaβ  ;如果 1+βωaτq+n2π2τT  2<4τq n2π2+ωaβ  ,则

1507404-3
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θn(t)=
2
ε2

τqexp-
1+βτqωa+n2π2τT

2τq
t  sinε2

2τq
t  + ∫

t

0
exp-

1+βτqωa+n2π2τT

2τq
ξ  sinε2

2τq
ξ  dξ ,(24b)

其中ε2= 4τq 1+n2π2+ωaβ  - 1+ωaβτq+n2π2τT  2。
如果将上述常热流条件处理成与时间无关的边界条件,即形成文献[26-27]给出的不合理的非傅里叶边界条

件,即

SPLM
 

boundary
 

condition:
 

U(t)=-
∂T
∂x
,

 

x=0,
 

t>0, (25)

DPLM
 

boundary
 

condition:
 

U(t)=-
∂T
∂x -τT

∂2T
∂x∂t

,
 

x=0,
 

t>0, (26)

那么,对于DPLM模型,

θ0(t)=
21+qmet  

ε3
·

∫
t

0
exp-

1+βτqωa

2τq
ξ  sinε0

2τq
ξ  dξ, (27)

其 中 ε3 = 1+τqωaβ  2+2τq-1  , 当

1+βωaτq+n2π2τT  2>4τq n2π2+ωaβ  时,

θn(t)=
2
ε1∫

t

0
exp-

1+βτqωa+n2π2τT

2τq
ξ  ·

sinh
ε1
2τq

ξ  dξ; (28a)

当 1+βωaτq+n2π2τT  2<4τq n2π2+ωaβ  时,

θn(t)=
2
ε2∫

t

0
exp-

1+βτqωa+n2π2τT

2τq
ξ  ·

sin
ε2
2τq

ξ  dξ。 (28b)

  对于DPLM 模型,令式(22)~(24)和式(27)~
(28)中的τT=0,就可以获得SPLM模型的理论解。
3.2 傅里叶边界条件下SPLM 和DPLM 的解

式(11)的无量纲边界条件为
 

U(t)=-
∂T
∂x
,

 

x=0,
 

t>0, (29)

初始条件同式(21)。
对于DPLM模型,

θ0(t)=
21+qmet  

ε0
τTexp-

1+βτqωa
2τq

t  sinε0
2τq

t  + 
∫

t

0
exp-

1+βτqωa

2τq
ξ  sinε0

2τq
ξ  dξ , (30)

当 1+βωaτq+n2π2τT  2>4τq n2π2+ωaβ  时,

θn(t)=
2
ε1

τTexp-
1+βτqωa+n2π2τT

2τq
t  sinhε1

2τq
t  + 

∫
t

0
exp-

1+βτqωa+n2π2τT

2τq
ξ  sinhε1

2τq
ξ  dξ ;

(31a)
当 1+βωaτq+n2π2τT  2<4τq n2π2+ωaβ  时,

θn(t)=
2
ε2

τTexp-
1+βτqωa+n2π2τT

2τq
t  sinε2

2τq
t  + 

∫
t

0
exp-

1+βτqωa+n2π2τT

2τq
ξ  sinε2

2τq
ξ  dξ 。

(31b)

  令式(30)、(31)中的τT=0,相应地可以得到傅里

叶边界条件下SPLM模型的解。
3.3 PBM 模型的解

令式(17a)中的τq=0,可以获得PBM控制方程

∂T
∂t +WaβT=

∂2T
∂x2 +qm, (32)

式中:Wb 为动脉血血流灌注量。边界条件为

U(t)=-
∂T
∂x
,

 

x=0,
 

t>0, (33a)

∂T
∂x =0,

 

x=1,
 

t>0。 (33b)

初始条件为

T=0,
 

0<x<1,
 

t=0。 (34)
  PBM模型的理论解也可以表述为式(22),其中

θ0(t)=
1+qmet

βWa

1-exp-βWat  
n2π2+βWa

,

θn(t)=
1-exp - n2π2+βWa  t  

n2π2+βWa

。 (35)

4 结果和讨论

为了清楚地显示不同非傅里叶边界条件引起的不

同传热机理,图2~11对不同边界条件的结果进行了

比较和分析。皮肤和血液的热物理参数如表1所示。
表1 皮肤和血液的热物理参数[26]

Table
 

1 Thermophysical
 

properties
 

of
 

skin
 

and
 

blood[26]

Parameter Unit Value

Density kg·m-3
1000

 

(skin)

1060
 

(blood)

Specific
 

heat J·kg-1·K-1
4187

 

(skin)

3860
 

(blood)

Thermal
 

conductivity
 

of
 

skin W·m-1·K-1 0.628

Skin
 

thickness m 0.006

Metabolic
 

heat
 

generation W·m-3 368.1

  从非平衡传热来衡量,PBM表示无限热传输速度,
SPLM表示有限热波速度,DPLM 表示介于PBM 和

SPLM之间的热信号速度[22]。从物理意义上看,τq 和

τT 是表征非平衡传热过程的两个参数。τq=0和τT=0
对应的是平衡态传热,即PBM,表明能量传输是瞬时
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的,热过程具有无限热传播速度;τq>0和τT=0对应的

是SPLM,表示有限时间内的能量传输;τq>0和τT>0
对应DPLM,表明能量传输需要考虑微观时空和空间尺

度效应。组织的局部温度取决于微观传热机理。从热

传播速度角度来讲,PBM 的热传播速度最快,DPLM
(τq>τT)次之,SPLM最慢;从响应温度幅值看,速度与

温度幅度成反比,具有热流延迟时间的SPLM的温度高

于PBM和DPLM(τq>τT)的温度[28]。
4.1 恒定热流边界条件对平面温度的影响

图2给出了对应于PBM、SPLM 和DPLM 的不

同温度分布。SPLM 的延迟时间取值为:τq=20
 

s。
DPLM的延迟时间取值为:τq=20

 

s,τT=10
 

s。图2(a)
中SPLM和DPLM的非傅里叶边界条件对应式(25)、
(26),图2(b)中SPLM 和DPLM 的非傅里叶边界条

件对应式(18)、(19)。图2(a)中具有无限热传播速度

的PBM预测的温度最高,热传播速度最慢的SPLM
预测的温度低于具有傅里叶边界条件的 PBM 和

DPLM预测的温度。由能量的积累守恒可知,传热越

快,能量在局部积聚得越少,从而导致温度降低。因

此,具有无限热传播速度的PBM 的近表面温度最低,

而具有最慢热传播速度的SPLM 的近表面温度最高。
很明显,图2(a)中SPLM 的温度分布不合理,这是由

应用于SPLM的式(25)、(26)所示的非傅里叶边界条

件不 正 确 导 致 的。此 外,采 用 傅 里 叶 边 界 条 件 的

DPLM的温度分布也不合理,因为它低于PBM 的温

度。此 外,由 于 延 迟 效 应,非 傅 里 叶 边 界 条 件 的

DPLM对应的温度应高于傅里叶边界条件的DPLM
对应的温度,然而,图2(a)则显示了相反的结果,这主

要是因为式(25)、(26)所示的非傅里叶边界条件不正

确。图2(b)显示了三种模型的温度分布,在近表面位

置处,SPLM预测了最高的温度和最短的传播距离,说
明热传播速度最慢。热传播速度最快的PBM 的温度

应该最低,但图2(b)中傅里叶边界条件的DPLM 的

热传播速度却还低于PBM,显然这是不正确的。因为

DPLM(τq>τT)的热传播速度处于PBM 和SPLM 之

间,温度幅值也位于其间。
可见,与图2(a)相比,图2(b)用式(18)、(19)所示

的非傅里叶边界条件预测的SPLM 和DPLM 的温度

分布是合理的,图2(b)所示的温度分布规律也与文

献[25,29]的结果一致。

图2 不同模型不同边界条件对应的温度分布。(a)式(25)、(26)所示的非傅里叶边界条件;(b)式(18)、(19)所示的非傅里叶

边界条件

Fig 
 

2 Temperature
 

distributions
 

of
 

different
 

models
 

with
 

different
 

boundary
 

conditions 
 

 a 
 

Non-Fourier
 

boundary
 

condition
 

expressed
 

by
 

equations
 

 25 
 

and
 

 26  
 

 b 
 

non-Fourier
 

boundary
 

condition
 

expressed
 

by
 

equations
 

 18 
 

and
 

 19 

  图3给出了 x=0.2
 

mm 处,PBM、SPLM 和

DPLM对热流进行不同的处理时对应的温度变化。
可以发现:当热波到达x=0.2

 

mm处时,非傅里叶边

界条件的SPLM 显示出温度的突然变化。这与文献

[30]给出的实验结果一致,这归因于边界条件式(18)中
的τqδ(t)项,该项表示施加瞬态热流引起的冲击特征。
这一项在边界条件公式(25)中是没有的。此外,观察图

3还可以发现具有非傅里叶边界条件的DPLM的温度

变化介于PBM和SPLM之间,这与文献[31]的结果一

致。显然,采用傅里叶边界条件的DPLM得到的温度

变化不合理,其温度低于PBM的温度。
4.2 恒定热流边界条件的不同时空对温度场的影响

上述讨论的是时间相关热流和时间无关热流引起

的不同的温度场时空分布及其合理性。显然,在瞬态

问题中,恒定热流仍然是时间相关的。以下是关于时

空二维热传导以及由不同非傅里叶边界条件引起的不

同的传热机理。
图4显示了PBM的二维时空温度场,图5显示了

SPLM的二维时空温度场比较。图5(a)和图5(b)显
示的温度变化的共同特征是,除表面外,任何地方的温

度升高都会延迟;不同之处在于,图5(a)中温度发生

变化的特征是突然升高,而图5(b)中的温度则是从零

开始缓慢升高。图5(a)中SPLM 的升温速率和幅值

高于图4中PBM的升温速率和幅值,而图5(b)中的

升温速率和幅值则低于图4中PBM 的升温速率和幅

值。图5(a)给出的温度特征与文献[26]中的热冲击

温度特征一致,但与PBM 温度响应特征有显著区别;
与图4中的时空温度场相比,图5(b)中的温度变化特
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图3 比较x=0.2
 

mm处不同模型的温度变化。(a)基于式(25)、(26)所示边界条件的结果;(b)基于式(18)、(19)所示边界条件

的结果

Fig 
 

3 Comparison
 

of
 

temperature
 

variations
 

at
 

x=0 2
 

mm
 

for
 

different
 

models 
 

 a 
 

Results
 

based
 

on
 

boundary
 

condition
 

expressed
 

by
 

equations
 

 25 
 

and
 

 26  
 

 b 
 

results
 

based
 

on
 

boundary
 

condition
 

expressed
 

by
 

equations
 

 18 
 

and
 

 19 

图4 PBM对应的时空温度场

Fig 
 

4 Space-time
 

temperature
 

field
 

for
 

PBM

图5τq=20
 

s时SPLM在不同边界条件下的温度场。(a)改进非傅里叶边界条件;(b)傅里叶边界条件

Fig 
 

5 Temperature
 

fields
 

of
 

SPLM
 

with
 

τq=20
 

s
 

for
 

different
 

boundary
 

conditions 
 

 a 
 

Modified
 

non-Fourier
 

boundary
 

condition 
 

 b 
 

Fourier
 

boundary
 

condition

征是升温幅值低、温度波传播慢,这一特征本身就是自

相矛盾的(温度波传播慢时,升温幅值应该高)。
图6显示了不同边界条件下DPLM 的时空三维

温度场。图6(a)是本文建议的非傅里叶边界条件下

的时空温度场,即式(18)、(19)所给边界条件下的温度

场,图6(b)是傅里叶边界条件下的时空温度场。与

图6(b)相比,图6(a)中DPLM 的升温速率和幅值更

高。这是恒定热流的不同处理造成的。

图7是基于式(25)、(26)所示的非傅里叶边界条

件下的解绘制的时空三维温度场,其中图7(a)是
DPLM 在现有非傅里叶边界条件下的时空三维温度

场,图7(b)是SPLM在现有非傅里叶边界条件下的时

空三维温度场。图7(a)中的升温幅值低于图7(b)中
的升温幅值,且升温速率和幅值均明显低于图5(a)、
图6(a)中的相应值,其所展示的特征与文献[12]、
[29]实验结果具有明显差异。
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图6τq=20
 

s和τT=10
 

s时,DPLM在不同边界条件下的时空三维温度场。(a)改进非傅里叶边界条件:(b)傅里叶边界条件

Fig 
 

6 Temperature
 

fields
 

of
 

DPLM
 

with
 

τq=20
 

s
 

and
 

τT=10
 

s
 

for
 

different
 

boundary
 

conditions 
 

 a 
 

Modified
 

non-Fourier
 

boundary
 

condition 
 

 b 
 

Fourier
 

boundary
 

condition

图7τq=20
 

s和τT=10
 

s时,DPLM和SPLM在现有非傅里叶边界条件下的时空三维温度场。(a)DPLM;(b)SPLM
Fig 

 

7 Temperature
 

fields
 

in
 

three-dimensional
 

space-time
 

for
 

DPLM
 

and
 

SPLM
 

under
 

non-Fourier
 

boundary
 

condition
 

when
 

τq=20
 

s
 

and
 

τT=10
 

s 
 

 a 
 

DPLM 
 

 b 
 

SPLM

4.3 延迟时间对温度场的影响

上面主要讨论了非傅里叶边界条件对传热机理的

影响,接下来讨论参数变化对传热机理的影响。
图8显示了不同非傅里叶边界条件下SPLM 的

温度分布,可以发现,图8中τq=0
 

s的结果与PBM
的结果相同。在图8(a)中,τq=0

 

s时的热传播速度

最快,对应的升温幅值最大,而τq=40时的热传播速

度最慢,升温幅值最小,这显然是不合理的,这都是

式(25)所示的边界条件引起的。在图8(b)中,边界附

近有限区域的升温幅值应随着τq 的增大而升高,这是

因为合理的非傅里叶边界条件,即式(18),符合基本的

传热机理,因而温度分布是合理的。同时,图8(b)所
示的结果与文献[32]的理论预测规律以及文献[13]的
实验得到的规律是一致的。

图8 延迟时间τq 对SPLM在不同非傅里叶边界条件下温度分布的影响(t=50
 

s)。(a)式(25)所示的非傅里叶边界条件;
(b)式(18)所示的非傅里叶边界条件

Fig 
 

8 Effects
 

of
 

delay
 

time
 

τq
 on

 

temperature
 

distributions
 

of
 

SPLM
 

under
 

different
 

non-Fourier
 

boundary
 

conditions
 

 t=
50

 

s  
 

 a 
 

Non-Fourier
 

boundary
 

condition
 

expressed
 

by
 

equation
 

 25  
 

 b 
 

non-Fourier
 

boundary
 

condition
 

expressed
 

  by
 

equation
 

 18 
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  图9显示了采用不同的恒定热流处理时,x=
0.2

 

mm处SPLM 的温度随时间的变化。可以看出

图9(a)和图9(b)之间存在明显差异:图9(a)中的每

条温度增长曲线从零开始缓慢增大,而图9(b)中的温

度曲线在不同τq 下均有突然变化;图9(a)中的τq 越

大,温度变化率就越小,升温幅值也越小,而图9(b)中

τq 越大,温度变化率就越大,升温幅值也越大,这也符

合非傅里叶温度变化的特征。此外,图9(b)所示的结

果与文献[26]通过离散化数值方法得到的温度变化特

征是一致的,而图9(a)中的温度变化特征与温度波的

传播特征不一致,这是因为图9(a)采用了式(25)所示

的非傅里叶边界条件。

图9 延迟时间τq 对SPLM在不同非傅里叶边界条件下温度变化的影响(x=0.2
 

mm)。(a)式(25)所示的非傅里叶边界条件;
(b)式(18)所示的非傅里叶边界条件

Fig 
 

9 Effects
 

of
 

delay
 

time
 

τq
 on

 

temperature
 

variations
 

of
 

SPLM
 

under
 

different
 

non-Fourier
 

boundary
 

conditions
 

 x=
0 2

 

mm  
 

 a 
 

Non-Fourier
 

boundary
 

condition
 

expressed
 

by
 

equation
 

 25  
 

 b 
 

non-Fourier
 

boundary
 

condition
 

  expressed
 

by
 

equation
 

 18 

  图10显示了不同非傅里叶边界条件下DPLM的

温度分布。在图10(a)中,各条温度分布曲线与坐标

轴包围的面积是不同的。从能量角度看,接收的能量

与面积呈正比,因此各种传热机理下的能量是难以相

等的,但从物理学上来说它们应该是相等的,所以能量

不等肯定是式(25)所示的边界条件带来的。观察

图10(b),虽然难以证明各条曲线围成的面积是相等

的,但目测大体上相等。此外,图10(b)所示的结果与

文献[33-34]的结果相符。
图11(a)和图11(b)中的升温幅值从高到低的次

序是一致的,但其差异在于温度变化开始时的上升速

率和幅值的大小,图11(b)中温度曲线的上升速率大

于图11(a)中温度曲线的上升速率,特别是当τT
 =

 

0
时,温度变化率的上升是跳跃的。图11(a)中的温度

低于图7(b)中的温度。图11(b)中所示的温度变化

特性与参考文献[32,35]中关于定τq 变τT 引起的温

度变化的规律是一致,而图11(a)的结果则与此文献

相 反,也 与 文 献 [12]中 给 出 的 实 验 结 果 相 佐。
图11(a)和图11(b)之间的所有差异都是源于不同形

式的非傅里叶边界条件对热流的影响。

图10 DPLM在不同非傅里叶边界条件下的温度分布(t=50
 

s)。(a)式(25)所示的非傅里叶边界条件;(b)式(19)所示的

非傅里叶边界条件

Fig 
 

10 Temperature
 

distributions
 

of
 

DPLM
 

under
 

different
 

non-Fourier
 

boundary
 

conditions
 

 t=50
 

s  
 

 a 
 

Non-Fourier
 

boundary
 

condition
 

expressed
 

by
 

equation
 

 25  
 

 b 
 

non-Fourier
 

boundary
 

condition
 

expressed
 

by
 

equation
 

 19 

1507404-8



研究论文 第49卷
 

第15期/2022年8月/中国激光

图11 DPLM在不同非傅里叶边界条件下的温度变化(x=0.2
 

mm)。(a)式(25)所示的非傅里叶边界条件;(b)式(19)所示的

非傅里叶边界条件

Fig 
 

11 Temperature
 

variations
 

of
 

DPLM
 

under
 

different
 

non-Fourier
 

boundary
 

conditions
 

 x=0 2
 

mm  
 

 a 
 

Non-Fourier
 

boundary
 

condition
 

expressed
 

by
 

equation
 

 25  
 

 b 
 

non-Fourier
 

boundary
 

condition
 

expressed
 

by
 

equation
 

 19 

5 结  论

本文指出了文献[26-27]中关于非定常问题的恒

定热流的不正确表达形式,并基于校正后的非傅里叶

边界条件,应用积分变换方法建立了数学模型,得到了

数学模型的解析解。对比了文献[26-27]中非傅里叶

边界条件与修正后的相应条件获得的结果,并讨论了

PBM、SPLM和DPLM之间传热机理的差异。可以发

现,本文获得的温度变化和分布与文献[26-27]中非傅

里叶边界条件获得的结果不同,甚至相反。本文得到

的具体结论包括:
1)

 

当恒定热流与时间无关时,任何时刻的温度分

布都不符合能量守恒定律,这是因为与时间无关的边

界条件不能从本质上描述边界上的热平衡方程。因

此,非傅里叶传热方程的边界条件应为与时间有关热

流的非傅里叶边界条件,本文对此进行了修正。当被

认为与时间无关的恒定热流边界条件的能量不平衡

时,温度的分布和变化会违背物理学原理。
2)

 

当考虑恒定热流随时间的变化时,任何时刻的

温度分布都遵循能量守恒定律,这主要是因为恒定热

流也被视为与时间相关,非傅里叶边界条件是能量守

恒的,与生物非傅里叶传热方程相容。本文所得结论

与物理学原理一致,传热特性与实验结果一致。
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Abstract
Objective The

 

success
 

of
 

laser
 

hyperthermia
 

techniques
 

depends
 

on
 

precise
 

prediction
 

and
 

control
 

of
 

temperature
 

in
 

the
 

tissue 
 

The
 

study
 

of
 

time-domain
 

analytical
 

solutions
 

can
 

not
 

only
 

verify
 

the
 

results
 

of
 

the
 

numerical
 

models
 

but
 

also
 

contribute
 

to
 

the
 

implementation
 

of
 

technical
 

solutions
 

with
 

few
 

technical
 

errors 
 

Because
 

the
 

excitation
 

time
 

of
 

a
 

laser
 

source
 

is
 

very
 

short
 

compared
 

to
 

tissue
 

equilibrium
 

time 
 

non-Fourier
 

models
 

have
 

become
 

important
 

in
 

theoretical
 

research 
 

Currently 
 

constant
 

heat
 

flux
 

is
 

regarded
 

as
 

a
 

time-dependent
 

physical
 

quantity 
 

which
 

is
 

inconsistent
 

with
 

experiment
 

results
 

in
 

the
 

literatures 
 

In
 

this
 

study 
 

based
 

on
 

modified
 

constant
 

heat
 

flux 
 

a
 

corrected
 

non-Fourier
 

boundary
 

condition
 

is
 

established 
 

and
 

the
 

analytical
 

solution
 

is
 

obtained
 

by
 

integration
 

transformation 
 

The
 

temperature
 

rise
 

and
 

distribution
 

curves
 

obtained
 

using
 

a
 

modified
 

model
 

are
 

consistent
 

with
 

the
 

experimental
 

results
 

in
 

the
 

literatures 
 

In
 

addition 
 

the
 

time-independent
 

non-Fourier
 

boundary
 

condition
 

is
 

inconsistent
 

with
 

the
 

thermal
 

equilibrium 
 

Furthermore 
 

the
 

different
 

heat
 

transfer
 

mechanisms
 

of
 

the
 

single-phase
 

lag
 

model
 

 SPLM 
 

and
 

double-phase
 

lag
 

model
 

 DPLM 
 

under
 

modified
 

non-Fourier
 

boundary
 

conditions
 

are
 

analyzed 
 

and
 

their
 

differences
 

from
 

those
 

of
 

existing
 

models
 

are
 

discussed 
 

The
 

result
 

shows
 

that
 

the
 

time
 

factor
 

should
 

be
 

considered
 

in
 

constant-heat-flux
 

models
 

of
 

biological
 

tissues 
 

otherwise
 

the
 

predicted
 

results
 

will
 

be
 

inconsistent
 

with
 

the
 

experiment
 

results 

Methods Based
 

on
 

the
 

delayed
 

non-Fourier
 

law 
 

which
 

includes
 

non-Fourier
 

single-
 

and
 

two-phase
 

lag
 

equations 
 

non-
Fourier

 

heat
 

conduction
 

equations
 

of
 

biological
 

tissue
 

in
 

one-dimensional
 

space
 

were
 

established 
 

including
 

an
 

SPLM 
 

a
 

DPLM 
 

and
 

the
 

classical
 

Peens
 

biological
 

model
 

 PBM  
 

Considering
 

the
 

strong
 

scattering
 

biological
 

surface 
 

the
 

time-
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dependent
 

non-Fourier
 

boundary
 

condition
 

of
 

constant-heat-flux
 

irradiation
 

was
 

established 
 

and
 

the
 

theoretical
 

solution
 

was
 

obtained
 

via
 

integration
 

transformation
 

under
 

a
 

quasi-static
 

initial
 

condition 
 

Also 
 

a
 

theoretical
 

solution
 

of
 

the
 

time-
independent

 

constant-heat-flux
 

irradiation
 

problem
 

was
 

obtained 

Results
 

and
 

Discussions Based
 

on
 

the
 

obtained
 

analytical
 

solutions 
 

the
 

heat
 

transfer
 

mechanism
 

among
 

PBM 
 

SPLM 
 

and
 

DPLM
 

are
 

discussed
 

and
 

compared
 

to
 

some
 

results
 

in
 

the
 

literatures 
 

The
 

obtained
 

results
 

are
 

as
 

follows 
1 

 

When
 

constant-heat-flux
 

is
 

treated
 

as
 

time-independent 
 

the
 

temperature
 

distribution
 

at
 

any
 

time
 

does
 

not
 

obey
 

the
 

law
 

of
 

energy
 

conservation 
 

and
 

among
 

PBM 
 

SPLM 
 

and
 

DPLM 
 

the
 

temperature
 

distribution
 

predicted
 

by
 

PBM
 

is
 

the
 

highest
 

at
 

any
 

time 
 

whereas
 

that
 

of
 

SPLM
 

is
 

the
 

lowest 
 

Also 
 

the
 

temperature
 

variation
 

of
 

SPLM
 

has
 

no
 

jump
 

in
 

wavefront
 

at
 

any
 

position
 

 Fig 
 

2 a   
2 

 

The
 

temperature
 

distribution
 

of
 

a
 

closed
 

solution
 

with
 

a
 

corrected
 

boundary
 

condition
 

at
 

any
 

time
 

obeys
 

the
 

law
 

of
 

energy
 

conservation 
 

and
 

among
 

PBM 
 

SPLM 
 

and
 

DPLM 
 

the
 

temperature
 

distribution
 

predicted
 

by
 

SPLM
 

at
 

any
 

time
 

is
 

the
 

highest 
 

whereas
 

that
 

of
 

PBM
 

is
 

the
 

lowest 
 

and
 

that
 

of
 

DPLM
 

prediction
 

is
 

between
 

them
 

near
 

the
 

surface 
  

It
 

is
 

worth
 

noticing
 

that
 

only
 

SPLM
 

predicts
 

a
 

sudden
 

rise
 

in
 

wavefront 
 

while
 

DPLM
 

and
 

PBM
 

do
 

not 
 

 Fig 
 

2 b   
3 

 

Under
 

the
 

corrected
 

non-Fourier
 

boundary
 

condition 
 

SPLM
 

predicts
 

a
 

rapid
 

jump
 

in
 

the
 

temperature
 

change
 

at
 

all
 

positions 
 

which
 

is
 

consistent
 

with
 

the
 

experimental
 

results
 

in
 

the
 

literatures
 

 Fig 
 

3  
 

Under
 

the
 

wrong
 

non-Fourier
 

boundary
 

condition
 

of
 

time-independent
 

heat
 

flux 
 

PBM
 

predicts
 

a
 

faster
 

change
 

in
 

temperature
 

than
 

SPLM
 

and
 

DPLM 
 

whereas
 

the
 

temperature
 

is
 

the
 

highest 
 

which
 

is
 

in
 

contrast
 

to
 

the
 

experimental
 

results
 

in
 

the
 

literatures 
4 

 

Space-time
 

temperature
 

fields
 

were
 

compared 
 

The
 

corrected
 

wavefront
 

of
 

SPLM
 

is
 

like
 

a
 

vertical
 

cliff
 

 Fig 
 

5 a   
 

which
 

differs
 

from
 

the
 

existing
 

wavefront
 

 Fig 
 

7 b   
 

Besides 
 

due
 

to
 

the
 

wrong
 

boundary
 

conditions 
 

the
 

corresponding
 

temperature
 

predicted
 

by
 

PBM
 

 Fig 
 

4 
 

is
 

higher
 

than
 

that
 

of
 

DPLM
 

and
 

SPLM
 

 Fig 
 

7  
5 

 

Under
 

the
 

corrected
 

non-Fourier
 

boundary
 

condition 
 

the
 

bigger
 

the
 

heat-flux
 

lagging
 

time
 

τq 
 

the
 

lower
 

the
 

thermal
 

velocity 
 

and
 

the
 

higher
 

the
 

rising
 

amplitude
 

when
 

the
 

lagging
 

time
 

of
 

the
 

temperature
 

gradient
 

is
 

fixed
 

 Figs 
 

8
 

and
 

9  
 

At
 

a
 

constant
 

lagging
 

time
 

of
 

heat
 

flux
 

τq 
 

with
 

an
 

increase
 

in
 

the
 

temperature
 

gradient
 

time
 

τT 
 

the
 

temperature
 

predicted
 

by
 

DPLM
 

decreases
 

at
 

all
 

positions
 

 Fig 
 

11  
 

and
 

the
 

lower
 

temperature
 

at
 

any
 

time
 

less
 

than
 

that
 

of
 

the
 

SPLM
 

near
 

the
 

surface
 

 Fig 
 

10  
 

These
 

results
 

are
 

consistent
 

with
 

the
 

experimental
 

results
 

in
 

the
 

literatures 
 

but
 

the
 

existing
 

constant-heat-flux
 

boundary
 

conditions
 

are
 

very
 

different 
 

and
 

many
 

conclusions
 

are
 

opposite 

Conclusions Based
 

on
 

the
 

results 
 

we
 

conclude
 

that 
1 

 

When
 

constant-heat-flux
 

is
 

regarded
 

as
 

time-independent 
 

the
 

temperature
 

distribution
 

at
 

any
 

time
 

is
 

inconsistent
 

with
 

the
 

law
 

of
 

energy
 

conservation 
 

Thus 
 

time-independent
 

boundary
 

conditions
 

cannot
 

satisfy
 

the
 

heat
 

balance
 

equation
 

on
 

the
 

boundary 
2 

 

With
 

a
 

corrected
 

boundary
 

condition 
 

the
 

temperature
 

distribution
 

at
 

any
 

time
 

obeys
 

the
 

law
 

of
 

energy
 

conservation 
 

Thus 
 

the
 

corrected
 

boundary
 

condition
 

is
 

energy
 

conservation
 

and
 

satisfies
 

the
 

non-Fourier
 

biological
 

heat
 

transfer
 

equation 
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