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基于圆心真实图像坐标计算的高精度相机标定方法
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摘要　在基于圆点阵二维平面靶标的相机标定方法中,直接在拍摄的标靶图像中提取的椭圆中心并非真实的圆心

投影像点,该圆心成像投影偏差必然会降低相机参数标定精度.基于此,提出将标靶图像逆向投影至空间虚拟矩

阵以获得真实圆心像点的迭代标定算法.首先,使用椭圆中心提取方法进行平面相机标定;其次,由标定参数和拍

摄图像进行逆向投影获得虚拟物理标靶图像,在近似圆虚拟图像上完成圆心坐标提取;再次,将虚拟圆心坐标转化

为物理坐标值并投影到图像上,将其作为圆心真实像点坐标值来进行相机标定;最后,经多次迭代投影和标定完成

高精度相机标定.模拟和实验结果表明,所提方法将相机标定精度提高约一倍,可为三维重建和视觉测量提供高

精度的相机参数.
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Abstract　ThecameracalibrationmethodbasedonatwoＧdimensionaldotarraycalibrationplatewithitsellipse
centerdirectlyextractedfromthetargetimageisnottherealprojectionimagepointofthecirclecenter敭Thus the
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１　引　　言

相机标定是三维重建和视觉测量等领域必备的

重要工作[１].相机成像过程用数学模型来表示,相
机标定就是确定模型参数的过程[２],包括相机的内

部参数和外部参数.标定方法主要是利用靶标中已

知特征点的物理坐标和相机拍摄的不同姿态下图像

的特征点对来完成相机参数求解.现有的相机标定

方法包括一维靶标相机标定方法[３]、二维靶标相机

标定[４Ｇ９]、三维靶标相机标定方法[１０],及相机自标定

方法[１１].目前,在工业三维测量等对相机参数标定

精度要求较高的领域中,广泛采用的是基于二维平

面标定板的标定方法[１],代表方法有Tsai[７]的径向

约束两步法和Zhang[８]的平面标定法.在标定图像

出现模糊时,圆心特征点的定位精度优于棋盘格角

点的提取精度,因此在高精度和自动化相机标定中

以圆为标记点的平面靶标被广泛采用[１,１２Ｇ１３],同时

也成为HALCON机器视觉软件算法包指定的标准

平面标定靶.
相机标定过程中,靶标平面与相机成像面要呈

不同倾斜夹角摆放,否则会出现病态问题[１４].成对

的标靶特征点的物理坐标与图像坐标的定位精度是

决定相机标定精度的重要参数[１５].采用相机倾斜

拍摄标靶时,圆在图像上成像为椭圆[１６],采用椭圆

亚像素圆心坐标来获取物理圆心对应的图像坐

标[１７],但由射影几何原理可知物理圆心投影的真实

坐标与图像中椭圆中心的坐标存在偏差[１８].文献

[１９]通过仿真分析空间球成像模型,寻找球心透视

投影像点和提取的椭圆中心坐标之间的变化规律,
并进行了误差校正,但是基于不同统计数据分析的

模型在不同相机标定领域适用范围有限.
针对由圆点阵标靶成像的椭圆中心坐标非真实

圆心投影坐标带来的相机标定误差的问题,本文使用

传统椭圆中心坐标提取来进行相机标定,并将标定结

果作为初值,根据相机标定参数初值虚拟出空间物理

靶标,在近似物理靶标正视图上提取圆心的物理坐

标,并计算出在该初值条件下该圆心物理坐标直接投

影时的图像坐标,经过多次迭代计算解决透视投影图

像椭圆中心偏差使相机标定产生误差的问题.实验

证明,所提方法能够极大地提高相机标定精度.

２　相机成像模型及标定原理

２．１　相机理想的成像模型

在理想 的 情 况 下,相 机 成 像 模 型 是 针 孔 模

型[１Ｇ２],如图１所示.

图１ 相机成像模型

Fig敭１ Cameraimagingmodel

图１中,(u０,v０)为相机的主点坐标,即相机光

轴与成像面的交点.设点 P 在世界坐标系OwＧ
xwywzw 中的坐标是(xw,yw,zw),点P 在相机坐标

系OcＧxcyczc 中的坐标为(xc,yc,zc),OIＧxy 为

CCD成像平面的物理坐标系,OoＧuv 为CCD成像

平面的图像坐标系,p(u,v)是理想针孔成像模型下

P 点的图像坐标.点P 和对应的图像点p 的齐次

坐标分别为P~＝[xw,yw,zw,１]T 和p
~＝[u,v,１]T,

它们之间的投影成像关系式为[１,８]

λp
~
＝K R T[ ]P~, (１)

式中:λ为任意常数;R 和T 分别为相机坐标系到世

界坐标系的旋转矩阵和平移向量,共同组成相机外

参数矩阵;K 为相机内参数矩阵.相机标定就是确

定(１)式中未知参数的过程.内参数矩阵K 可表

示为
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式中:(u０,v０)为图１中的图像主点坐标;s为倾斜

因子;fu 和fv 分别为图像在u 轴和v 轴方向的有

效焦距,其单位为pixel.将镜头的物理焦距记为

f,则fu 和fv 的计算公式为

fu ＝f/dx,fv ＝f/dy, (３)
式中:dx 和dy 分别为单个 CCD 像素单元的宽

和高.

２．２　镜头非线性畸变模型及非线性优化计算

相机镜头的加工误差不可避免地会带来不同大

小的成像光学畸变,在三维测量技术中采用径向畸

变和切向畸变足以描述镜头畸变模型,过多地引入

参数反而会使解产生不稳定性[１Ｇ２,８].图１中,由于

镜头畸变的影响P 点实际成像物理坐标从p(x,y)
偏移到p′(xd,yd),则偏移坐标可表示为
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xd＝x＋δx

yd＝y＋δy
{ , (４)

式中:δx 和δy 分别为x 和y 方向的畸变量,可表

示为

δx ＝(k１xr２＋k２xr４＋k３xr６＋)＋
　　[２p１xy＋p２(r２＋２x２)]

δy ＝(k１yr２＋k２yr４＋k３yr６＋)＋
　　[２p２xy＋p１(r２＋２y２)]
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式中:r＝ x２＋y２.(５)式等号右侧第一部分为径

向畸变表达式,第二部分为切向畸变表达式.相机

模型通常只考虑二阶径向畸变k１、k２ 和两项切向畸

变p１、p２.
镜头的畸变为非线性数学模型,无法利用直接

法进行计算.因此,利用针孔模型相机标定参数作

为初值,将(４)和(５)式代入(１)式构造重投影方程,
以重投影误差最小为目标来优化求解镜头畸变参

数.最优化目标函数为

∑
n

i＝１
∑
m

j＝１
‖pij －Q(K,D,Ri,Ti,Pj)‖２⇒min,

(６)
式中:D 为镜头畸变参数;n 为总的拍摄靶标图像

数;m 为特征点数;pij为第i幅图像上第j 个特征

点的图像坐标;Q 为重投影方程;Ri和Ti表示第i
幅拍摄图像的相机坐标到世界坐标系的旋转矩阵和

平移向量;Pj表示第j 个靶标特征点的世界坐标.
采用LevenbergＧMarquardt优化算法对(６)式进行

迭代,求解出相机参数和镜头畸变参数.

３　真实圆心图像坐标计算方法及标定

３．１　用于平面标定法的圆点阵平面标靶

在机器视觉系统,常用的圆点阵平面标定板如

图２所示,以靶标上的９９个圆的圆心位置作为特征

点,其物理尺寸为世界坐标值.通过标定板上５个

大圆的位置分布来自动确定标靶世界坐标系轴线分

布,继而实现标靶特征点的世界坐标与成像图像圆

心坐标点对的计算,最后采用平面标定法完成相机

参数的标定.

３．２　圆成像畸变误差模型

由射影几何原理可知,当空间圆物理平面与相

机成像面存在夹角时所投影图像为椭圆,其透视投

影成像模型[１７]如图３所示.
图３中,物理圆心P 在像面的真实投影像点为

pt,根据射影几何原理知该物理圆心直接投影图像

图２ 圆点阵平面标靶

Fig敭２ Planartargetwithdotarray

图３ 圆投影成像模型

Fig敭３ Imagingmodelofdotprojection

坐标与椭圆中心pd 存在一定的偏差,该偏移量

Δp＝pt－pd 称为圆点成像畸变误差,该误差的大

小与椭圆中心提取精度无关,只取决于相机成像面

与物理圆平面之间的夹角.

３．３　高精度相机模型参数计算的理论条件

在张正友的平面标定理论分析中,无论是(１)式
的理想成像针孔模型还是(６)式考虑镜头畸变的相

机优化模型,在假设相机模型的内外参数可以表示

该相机实际成像时,要想利用(１)或(６)式计算出高

精度的相机内外参数,必须注意以下两个方面:

１)高精度的平面特征P 点物理坐标

将含有误差的P 特征点物理坐标值作为P 点

真值代入相机成像模型时,该误差会直接导致相机

内外参数误差增大.当标定板制作完成后该物理坐

标值固定,且无法再改变.

２)P 点成像后图像坐标的高精度提取

图像坐标p(u,v)的定位误差同样会直接造成

相机模型[(１)式或(６)式]中内外参数的计算误差.
综上可知,圆点特征成像畸变误差造成标靶上

圆心物理坐标与椭圆中心图像坐标不是真实的特征

点对,该偏差被直接引入到标定的相机参数中.为

了解决由射影几何造成的圆特征标靶上成像特征点

定位理论误差,提高相机标定精度,本文通过迭代虚

拟计算的方式,直接计算物理圆心的图像投影坐标,

０３０４００８Ｇ３



中　　　国　　　激　　　光

以降低该成像误差对标定精度的影响.

３．４　特征点圆心真实图像坐标计算方法和标定算

法步骤

为了求解真实的圆心特征点图像坐标pt,提出

以迭代的方式将拍摄的倾斜圆特征标靶图像逆向投

影回标靶的物理空间平面,则该物理空间圆应为标

准圆.以平面标靶上一个特征点为例,迭代过程如

图４所示.图中,首次迭代初始值K０[R０T０]为直

接对拍摄靶标图像进行椭圆中心定位并采用张正友

标定算法计算得到的相机内外参数.

图４ 标靶上单个圆特征点的迭代标定过程

Fig敭４ Iterativecalibrationprocessofsinglecircularfeaturepointontarget

　　真实圆心特征点提取及标定的具体实施步骤

如下:

１)利用相机对多个姿态下的圆点阵平面物理

标靶进行拍摄,对每幅图像采用椭圆中心拟合方法

提取特征点图像坐标,根据张正友提出的平面标定

法进行相机标定,保存相机标定内外参数,将其作为

迭代初值.

２)建立微米级高分辨率的圆点平面标靶虚拟

矩阵,该虚拟点阵由等间距采样的代表实际物理标

靶尺寸的规整 X 和Y 网格分布坐标值组成,其Z
坐标值为０.将该虚拟矩阵的X 和Y 坐标值和由

步骤１)所得相机标定初值代入(１)式和(４)式,计算

出每个虚拟点对应的图像坐标值,然后计算虚拟点

在图像中对应的灰度值,并利用八邻域插值算法计

算出该虚拟三维物理点对应的更加准确的灰度值,
从而获得虚拟物理靶标的图像.

虽然初值计算误差会造成该虚拟物理图像并非

理想的物理圆图像,但在一定范围内,初值标定的误

差仅会造成虚拟物理靶标与理想物理靶标间存在较

小视角,相机标定初值误差越小则逆向映射的虚拟

矩阵图像中的圆越接近标准圆,利用传统张正友相

机标定所获得的标定初值足够保证虚拟非标准圆近

似为圆,且经过多次迭代后其变形可忽略不计.

３)对所有姿态下的标靶图像利用步骤２)计算

的虚拟矩阵进行标准圆心坐标提取,所提取的坐标

值为虚拟矩阵的行列号,需根据设定的虚拟矩阵密

度将其转化为 X 和Y 物理坐标值.根据(１)式和

(４)式,将该物理坐标值和逆向计算所用的相机标定

参数一起,直接反向投影到图像上,以此投影图像坐

标作为圆特征点的图像坐标值,避免在倾斜图像上

提取的椭圆中心受射影几何倾斜偏差影响的问题.

４)利用步骤３)计算的真实圆心图像坐标与相

应的标靶加工物理坐标组成特征点对,将其作为平

面标定法的特征参数用于重新进行相机标定,并将

保存的相机标定内外参数作为新的初值;

５)对比步骤４)中获得的重投影标定误差值与前

一次的标定重投影误差,当差值小于一定阈值时停止

迭代,否则继续执行步骤２)到步骤４),直到满足所设

定的阈值条件,本文阈值设定为０．０１pixel.

４　实验与分析

４．１　圆特征点平面标靶投影偏差模拟分析

仿真和算法实现平台为 Windows１０操作系统

下的Matlab２０１８b编程环境,硬件为InterCPUE５Ｇ
２６２０４×２．１GHz,１６GB内存.

利用计算机模拟图２所示的工业测量标靶,其
中圆特征点在平面标靶上的分布为１１×９的圆点阵

列,５个大圆决定平面靶标的世界坐标系,相邻圆心

之间的物理距离为３０mm.用模拟相机从９个方位

对平面标靶进行虚拟成像,获得标靶图像,并对图像

作标准差为０．２的高斯滤波来体现镜头成像的高斯

滤波效应.同时,对圆心物理坐标直接进行投影,并
将保存的圆心投影图像坐标值作为理论真值.所使

用模拟相机的分辨率为１６００pixel×１２００pixel,镜头
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焦距为１２mm.
通过对模拟图像进行椭圆中心拟合来提取特征

点图像坐标值,以提取的椭圆中心图像坐标减去圆

心图像真值坐标,将获得的椭圆中心的定位误差以

矢量的形式表示出来,对两个姿态下的模拟图像进

行分析,结果如图５所示.

图５ 模拟图像特征点定位与真值偏差.(a)左倾图像;(b)左下倾图像

Fig敭５ Deviationbetweenmeasurementandtruevalueoffeaturepointsforthesimulationpicture敭

 a Leftview  b bottomleftview

　　图５中,“o”为提取的椭圆中心,“＋”为真值,
“↗”表示两种定位特征点坐标方法偏差的比例大小

和方向.由图５(a)可知,模拟图像左倾时,圆特征

距离相机越远,在图像上透视投影引起的椭圆中心

距离偏差就越大,其图中表现为偏差矢量箭头越长.
如图５(b)所示,标靶再向下倾斜会导致底部标靶距

离相机较远的位置产生向下的偏差,与向左倾斜的

偏差矢量合并后出现了左下方倾斜矢量,且距离相

机越远偏差越大.计算得图５(a)中９９个点的定位

偏差的欧式距离平均值为１．７８６５pixel,图５(b)中

９９ 个 点 的 定 位 偏 差 的 欧 式 距 离 平 均 值 为

１．６６３４pixel.
在张正友提出的相机平面标定方法中,通常根

据重投影误差来描述和评判相机标定精度.将模拟

的９幅图像作为相机标定图像,分别用传统椭圆中

心提取坐标值的方法和本文提出的虚拟矩阵真实圆

心投影算法来进行标定,所得重投影误差如表１
所示.

表１　本文方法与传统方法的相机标定精度对比

Table１　Comparisonofcameracalibrationaccuracybetween

proposedmethodandtraditionalmethod pixel

Parameter
Traditional
method

Proposed
method

ReＧprojection
error

Ex ０．１０５４ ０．０５３８
Ey ０．１０３２ ０．０３９４

　　由表１可知,与用传统椭圆提取进行相机标定

所得结果相比,采用本文方法进行相机标定的重投

影误差有非常明显的降低,证明本文方法可提高相

机标定精度.

４．２　相机标定实验

实验中,待标定的工业相机为IDSUIＧ３２５０CPＧ
MＧGL,分辨率为１６００pixel×１２００pixel,镜头焦距为

１２mm.用分辨率为１９２０pixel×１０８０pixel、像素间

距为０．２７４５mm的hp２４ES显示器显示图２所示的

标靶,特征点为１１×９的圆点阵列,相邻之间的点距

为１０２pixel.相机从不同位置拍摄１２幅标定图像,
其中３幅图像如图６(a)~(c)所示.利用拍摄图像求

取圆心特征点坐标并进行标定,利用本文算法计算的

正向虚拟矩阵图像如图６(d)~(f)所示.
根据本文算法,对图６所示的正视虚拟矩阵进

行圆心坐标提取,并根据初始值标定的相机内参参

数进行投影,所得投影图像坐标即为物理标靶圆心

特征点对应的真正图像坐标,将首次提取的椭圆中

心坐标值与投影图像坐标相减,以某姿态下的拍摄

图像为例进行分析,结果如图７所示.
图７中,“＋”为本文方法计算的投影圆心对应

的图像位置,“o”为根据椭圆中心直接求解的图像坐

标位置,“↗”表示两种方法定位的特征点坐标的偏

差比例大小和方向.由图７可知,倾斜姿态下拍摄

的标靶图像特征点位置与正视虚拟标靶上投影特征

点的位置不同.图７(b)是图７(a)中一个大圆特征

点分布的放大显示,可以明显看出两圆心特征点存

在定位偏差.
使用本文方法提取的特征点和传统方法提取的

特征点分别进行相机标定,传统平面标定方法使用

相同的 Matlabcalibrationtoolbox工具箱,标定结

果如表２所示.
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图６ 不同姿态下的标定图像和虚拟正视投影图.(a)左倾标定图像;(b)平视标定图像;
(c)右倾标定图像;(d)图６(a)的虚拟投影;(e)图６(b)的虚拟投影;(f)图６(c)的虚拟投影

Fig敭６Capturedimagesandvirtualelevationprojections敭 a Capturedimageinleftview  b capturedimageinfront
view  c capturedimageinrightview  d virtualprojectionfromFig敭６ a   e virtualprojectionfromFig敭６ b  
　　　　　　　　　　　　　　　　 f virtualprojectionfromFig敭６ c 

图７ 第８幅标定图像.(a)拍摄图像特征点定位与真值;(b)单个特征圆的放大图

Fig敭７ The８thcalibrationimage敭 a Measurementandtruevalueoffeaturepointsforthecapturedimage 

 b enlargedviewofasinglefeaturecircle

表２　本文方法与传统方法的实验标定结果

Table２　Experimentalcalibrationresultsoftheproposed
methodandtraditionalmethod pixel

Parameters
Traditional
method

Proposed
method

Focallength fx ２７９３．７ ２７９４．３
fy ２７９３．５ ２７９４．４

Principalpoint
u０ ７８９．０ ７８９．２
v０ ５７５．１ ５７３．９

ReＧprojection
error

Ex ０．１２１ ０．０６８
Ey ０．１３１ ０．０７５

　　如表２所示,本文方法与传统方法所计算的焦

距和主点的偏差均小于１．５pixel,证明了本文方法

的有效性.本文所提出的标定算法的重投影误差降

为传统标定算法的１/２,以模拟实验中所利用的重

投影误差作为标定精度评价指标,证明了本文提出

的圆心真实图像坐标计算方法极大地提高了相机标

定精度.

５　结　　论

为了通过提高圆特征标靶上特征点图像坐标真

值的精度来提升平面标靶相机标定算法的参数标定

精度,本文将根据标定图像直接标定的参数作为初

值,对标靶图像进行逆向映射获得近似标准圆的物

理虚拟图像,然后对该近标准圆的虚拟图像进行圆

心提取,进而根据初值参数将其直接投影到图像上

作为标定图像特征点提取坐标,从而避免射影几何

原理中圆心投影畸变误差造成特征点提取图像坐标

不准的问题.理论分析与实验结果表明,相机拍摄
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姿态角度越大圆心投影畸变误差也越大,所提真实

圆心计算算法改善的真实圆心特征图像坐标准确度

和提高的相机标定精度就越明显.且实验中,与传

统圆心提取方式相比,所提方法的相机标定重投影

误差约降为原来的１/２.所提方法在不改变平面标

定算法的操作简易性的基础上提高了相机标定精

度,满足工业生产精密测量对相机参数高精度标定

的要求.
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