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偏折术中相机和被测面坐标的获取
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摘要　提出了一种偏折术中相机和被测面坐标的获取方法.通过斜率计算和面形重建,对一块圆形的窗玻璃进行

了检测,最终检测结果与基于干涉仪及张正友标定法检测得到的结果近似,证明了该方法的可行性和正确性.研

究结果表明,所提方法的标定过程简单、灵活,能够完成相机和被测面的全局标定,适用于在线测量的标定.
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１　引　　言

随着制造业的迅猛发展,高质量的光学元件越

来越多地被应用到军事、天文学和高科技民用产业

等领域[１Ｇ２],这使得对光学元件的面形检测精度的要

求越来越高.目前,最受欢迎的镜面面形检测方法

可大致分为干涉检测和非干涉检测两大类.干涉检

测的检测精度很高,但缺点是易受环境的干扰,需要

在专业的实验室中进行,不能实现在线检测,且设备

昂贵[３].在非干涉检测中,与相移算法相结合的相

位测量偏折术(PMD)是一种非接触和高精度的镜

面面形检测技术,其测量精度可与干涉测量媲美[４].
该检测方法所需的装置简单,动态范围大,对环境的

扰动不敏感,很适合用于在线测量.
在PMD的测试系统中,需先获得世界坐标系

下的相机坐标、被测面上每一点的“镜像素”坐标和

对应发光的显示器的像素坐标,再计算被测元件每

一点的斜率[５],最后通过相关的波前重建算法[６]对

斜率进行积分,才能得到被测元件表面的面形信息.
因此,系统标定的精度高低将直接影响最终测量结

果的精度.
其中,显示器像素坐标可通过相移算法和相位

展开算法[７]得到,相机和被测面像素坐标则需要通

过相机和系统标定得到[８Ｇ９].目前,使用最多的标定

方法是张正友标定法[１０].该方法是将编码好的二

维靶标图案作为标定模板,如黑白棋盘格图像、规则
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的圆形和阵列型图案等.通过使用相机对标定靶标

图案在不同姿态和倾斜角度下的位置进行拍摄,再
用相应的计算机软件对采集到的靶标图案进行处理

得到相机的内外参数矩阵,进而求出对应检测区域

的被测面坐标.然而,在PMD中,该标定过程比较

繁琐,且使用靶标图案标定相机会给测试系统带来

新的误差.更重要的是,由于显示器像素坐标、被测

面像素坐标和相机坐标是分别得到的,所以当将它

们转换到世界坐标系下时相对误差的出现不可避

免;其次,测量过程中的误差传播和优化函数的不一

致也会影响测量结果的精度.为了提高系统标定的

精度,研究人员提出了一种基于偏折术的全局标定

方法[１１Ｇ１２].然而,在这两种方法中,都需要用传统标

定方法对测试系统和相机进行初始标定,再对标定

参数进行全局优化,才能得到相机坐标和被测面坐

标,所以标定过程仍然复杂耗时,标定方法不能独立

使用.
为了解决这样的问题,本文提出一种计算偏折

术中相机坐标和被测面坐标的新方法,该方法不需

要使用传统的标定方法对系统进行预标定且能够实

现全局标定,标定过程简单,精度高,适用于多种应

用场景的标定.

２　基本原理

２．１　偏折术

图１为偏折术的测量原理图,测量装置主要由

外置针孔相机、液晶显示器(LCD)和被测元件三部

分组成.

图１ 偏折术的测量原理图

Fig敭１ Measuringprincipleofdeflectometry

在图１中,假设LCD上的任意一像素点S 被

点亮,由像素点S 发出的光线在被测元件表面的M
点发生反射,最终由CCD(chargecoupleddevice)相

机上的一点接收该点发出的光强信号.由反射定律

可知,点M 处的法线是入射光线与反射光线的角平

分线.为计算方便,将被测元件表面的斜率正交分

解到x 方向和y 方向上.设入射光线和反射光线

与z轴的夹角分别为α１ 和α２,表面法线在xoz 和

yoz面内的投影与z轴的夹角分别为αx 和αy,通过

几何关系推导后,被测元件表面的斜率公式[５]可表

示为

tanαx(xm,ym)＝

xm－xs

dm２s
＋
xm－xc

dm２c

zm２s

dm２s
＋
zm２c

dm２c

tanαy(xm,ym)＝

ym－ys

dm２s
＋
ym－yc

dm２c

zm２s

dm２s
＋
zm２c

dm２c

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

, (１)

式中:(xc,yc)为针孔相机位置坐标;(xs,ys)为显

示器像素坐标;(xm,ym)为被测面上各反射点的坐

标;dm２s和dm２c分别为被测面的位置到对应显示器

像素点和针孔相机孔径的距离;zm２s和zm２c分别为

被测面顶点到显示器上各像素点和针孔相机孔径的

z方向距离.
当相机坐标、显示器坐标和对应的被测元件坐标

已知时,可将其代入(１)式求出被测元件表面的斜率,
再利用波前重建算法[６]即可重建出被测元件的面形.

２．２　针孔相机坐标和被测面坐标的获取

利用所提方法计算针孔相机坐标和被测面坐标

的原理图如图２所示,测量装置主要由外置针孔相

机、LCD和平面反射镜三部分组成.其中,LCD与平

面反射镜平行放置.将坐标原点建立在显示器的一

个像素点上,以显示器所在平面为xoy 面,z 轴正方

向垂直指向平面反射镜所在平面建立的世界坐标系.
该方法的实现过程如下.
第一步 分别计算平面反射镜位于M１、M２ 位置

处时显示器的坐标.利用相移算法得到平面反射镜

位于M１、M２ 位置处时显示器上各像素点的相位分

布,再根据系统标定测得的显示器上标记点的坐标

得到显示器上所有像素点的坐标,即显示器坐标

(xs,ys)[５].其中,文中提到的系统标定主要是指利

用一个具有x 和y 方向的直线导轨和点光源显微

镜对测试系统进行调整和坐标测量,调整装置中的

点光源显微镜使其固定在直线导轨上.通过在直线

导轨上沿坐标系统的x 轴和y 轴移动点光源显微

镜,实现对测试系统的调整和标定点坐标的测量.
第二步 确定实际针孔相机位置C 和虚拟针孔
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图２ 所提方法的测量原理图

Fig敭２ Measuringprincipleofproposedmethod

相机位置C１、C２.
该步骤的目的是为了推导出显示器坐标与相机

坐标间的位置关系,从而利用第一步中得到的显示

器坐标计算相机坐标.推导过程如下:如图２所示,
设显示器上的任意４个像素点A１、A２、B１、B２ 及实

际针孔相机位置C 和虚拟针孔相机位置C１、C２ 的

坐标分别为A１(xs１,ys１,zs１),A２(x′s１,y′s１,z′s１),B１

(xs２,ys２,zs２),B２(x′s２,y′s２,z′s２),C(xc,yc,zc)、C１

(xc１,yc１,zc１),C２(xc２,yc２,zc２).由图２测量原理

图 可 知,A１C１ ∥ A２C２,B１C１ ∥ B２C２,则 有

ΔA１C１B１~ΔA２C２B２,由相似三角形的性质可得

lA１C１

lA２C２
＝
lA１B１

lA２B２
. (２)

　　将点 A１、A２、B１、B２、C１、C２ 的坐标代入(２)
式得

(xs１－xc１)２＋(ys１－yc１)２＋(zs１－zc１)２
(x′s１－xc２)２＋(y′s１－yc２)２＋(z′s１－zc２)２

＝

(xs１－xs２)２＋(ys１－ys２)２＋(zs１－zs２)２
(x′s１－x′s２)２＋(y′s１－y′s２)２＋(z′s１－z′s２)２

.

(３)

令 M１２＝
(xs１－xs２)２＋(ys１－ys２)２＋(zs１－zs２)２
(x′s１－x′s２)２＋(y′s１－y′s２)２＋(z′s１－z′s２)２

,

(３)式又可写为

(xs１－xc１)２＋(ys１－yc１)２＋(zs１－zc１)２
(x′s１－xc２)２＋(y′s１－yc２)２＋(z′s１－zc２)２

＝M１２.

(４)

　　由实际针孔相机位置C 与虚拟针孔相机位置

C１、C２ 在所建立的空间坐标系的位置关系可知,
xc１＝xc２＝xc,yc１＝yc２＝yc,则(４)式又可写为

(xs１－xc)２＋(ys１－yc)２＋(zs１－zc１)２
(x′s１－xc)２＋(y′s１－yc)２＋(z′s１－zc２)２

＝M１２.

(５)

　　综上可知,平面反射镜位于 M１、M２ 处得到的

显示器上任意一像素点坐标与针孔相机坐标之间满

足以下关系:
(xsi－xc)２＋(ysi－yc)２＋(zsi－zc１)２
(x′si－xc)２＋(y′si－yc)２＋(z′si－zc２)２

＝Mij,

(６)
式中:i为显示器上的第i像素点,j＝i＋n(n＝０,

１,２,３,);Mij 为两相似三角形相似比的平方,

Mij＝
(xsi－xsj)２＋(ysi－ysj)２＋(zsi－zsj)２
(x′si－x′sj)２＋(y′si－y′sj)２＋(z′si－z′sj)２

,为一

个常数;(xsi,ysi,zsi)、(xsj,ysj,zsj)为平面反射镜

位 于 M１ 处 时 计 算 得 到 的 显 示 器 坐 标,
(x′si,y′si,z′si)、(x′sj,y′sj,z′sj)为平面反射镜位于 M２

处时计算得到的对应像素位置的显示器坐标.
设位置M１ 与位置M２ 在z方向上的距离为d,

由几何关系推导可知,zc２、zc１与d 之间满足zc２－
zc１＝２d,将该关系式代入(６)式整理化解得

x２
si＋y２

si＋z２si－Mij(x′２si ＋y′２si ＋z′２si)＋
４dMij(z′si－d)＝２(xsi－Mijx′si)xc＋

２(ysi－Mijy′si)yc＋２(zsi－Mijz′si＋２dMij)zc１＋
(Mij －１)(x２

c＋y２
c＋z２c１). (７)

由(７)式可知,当i＝j时,有

x２
sj ＋y２

sj ＋z２sj －Mij(x′２sj ＋y′２sj ＋z′２sj)＋
４dMij(z′sj－d)＝２(xsj －Mijx′sj)xc＋

２(ysj －Mijy′sj)yc＋２(zsj －Mijz′sj＋２dMij)zc１＋
(Mij －１)(x２

c＋y２
c＋z２c１). (８)

由(７)式和(８)式可得:

x２
sj －x２

si＋y２
sj －y２

si＋z２sj －z２si＋
Mij(x′２si －x′２sj ＋y′２si －y′２sj ＋z′２si －z′２sj)＝
２(xsj －xsi＋Mijx′si－Mijx′sj)xc＋
２(ysj －ysi＋Mijy′si－Mijy′sj)yc＋
２(zsj －zsi＋Mijz′si－Mijz′sj)zc１. (９)

　　由于显示器与平面反射镜平行放置,即zsi＝
zsj＝z′si＝z′sj,(９)式又可写为

x２
sj －x２

si＋y２
sj －y２

si＋
Mij(x′２si －x′２sj ＋y′２si －y′２sj)＝

２(xsj －xsi＋Mijx′si－Mijx′sj)xc＋
２(ysj －ysi＋Mijy′si－Mijy′sj)yc. (１０)

令系数

I(xs,ys)＝x２
sj －x２

si＋y２
sj －y２

si＋
　　　　　Mij(x′２si －x′２sj ＋y′２si －y′２sj)

α(xs,ys)＝２(xsj －xsi＋Mijx′si－Mijx′sj)

β(xs,ys)＝２(ysj －ysi＋Mijy′si－Mijy′sj)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

,

(１１)
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则(１０)式可简化为

I(xs,ys)＝α(xs,ys)xc＋β(xs,ys)yc.(１２)
最终得到的实际针孔相机坐标的计算公式为

xc

yc

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú＝[α(xs,ys)　β(xs,ys)]－１I(xs,ys).

(１３)

　　由此,将第一步中得到的显示器坐标代入(１３)
式,即可计算出实际针孔相机位置C 的坐标,也即

可确定虚拟针孔相机位置C１、C２ 的坐标.
第三步 确定平面反射镜的位置,即计算被测面

上对应反射点的坐标(xm,ym).
设平面反射镜位于M１ 处时对应的平面方程为

Ax＋By＋Cz＋D＝０, (１４)
式中,A、B、C、D 为常数,且A、B、C 不全为０.由

图２建立的坐标系知,平面反射镜所在平面位于

xoy 面上,垂直于z轴,所以该平面反射镜的平面方

程为z＝c(c为常数),也即(１４)式中的A＝B＝１,

C＝１,D 的值为平面反射镜位于M１位置时对应的

被测面位置与相机位置在z 方向上的距离,该值可

由系统标定得到.
设显示器上任意一点与虚拟相机坐标连线的直

线参数方程为

xi＝xc＋t(xsi－xc)

yi＝yc＋t(ysi－yc)

zi＝zc１＋t(zsi－zc１)

ì

î

í

ï
ï

ïï

, (１５)

式中,(xsi,ysi,zsi)为显示器上任一像素点i的坐

标,(xc,yc,zc１)为虚拟针孔相机位置C１ 的坐标.
联立(１４)和(１５)式,可得到直线方程中的参数t的

表达式为

t＝
Axc＋Byc＋Czc１＋D

A(xc－xsi)＋B(yc－ysi)＋C(zc１－zsi)
.

(１６)

　　将第一步得到的显示器坐标和第二步得到的相

机坐标代入(１６)式,得到参数t的值,然后将参数t
的值代入(１５)式得到显示器上任意一个像素点与虚

拟相机坐标连线的直线与平面反射镜位于 M１ 处的

平面方程的交点坐标,即被测面坐标(xm,ym).同

理,按上述过程也可求出平面反射镜位于 M２ 处被

测面上各反射点的坐标.值的注意的是,将该方法

应用于被测元件的面形检测时,只需将被测元件放

置在M１ 和M２ 中的其中一个位置进行测量.

３　数值模拟

为了验证所提方法的正确性,在 Matlab中,利
用Korsch的光线追迹[１３Ｇ１４]对该模型进行验证和分

析.在模拟过程中,平面反射镜镜面为一理想平面,
针孔相机的光轴与坐标系z 轴间的夹角为５°,CCD
相机上的像素大小为３．７５μm,平面反射镜位于图２
中M１ 处时zm２s和zm２c均为１２００mm,针孔相机位

置C 的坐标设为(１０４．９８６４,０,０),检测区域的大小

为４０１pixel×４０１pixel.
改变间距d 并进行多组模拟,其中当d 的值依

次取５,１０,１５,２０,２５,３０mm时,得到的被测面坐标

误差和针孔相机坐标的误差结果分别如表１和表２
所示.
表１　利用所提方法得到的被测面坐标的均方根(RMS)误差

Table１　Rootmeansquare(RMS)errorsoftestsurface
coordinatesobtainedbyproposedmethod

d/mm
RMSerror

x/mm y/mm
５ ４．２×１０－１５ １．５×１０－１５

１０ ７．５×１０－１５ １．４×１０－１５

１５ ６．９×１０－１５ ２．７×１０－１５

２０ ３．５×１０－１５ １．５×１０－１５

２５ ５．５×１０－１５ ２．９×１０－１５

表２　利用所提方法得到的针孔相机坐标

Table２　Coordinateofpinholecameraobtainedbyproposedmethod

d/mm Expectedcoordinate/mm Coordinatebyproposedmethod/mm Error/mm
５ (１０４．９８６４,０) (１０４．９７６０,２．７×１０－１１) (０．０１０４,２．７×１０－１１)

１０ (１０４．９８６４,０) (１０４．９８４８,５．７×１０－１２) (０．００１６,５．７×１０－１２)

１５ (１０４．９８６４,０) (１０４．９８４０,１．４×１０－１２) (０．００２４,１．４×１０－１２)

２０ (１０４．９８６４,０) (１０４．９８４８,５．２×１０－１３) (０．００１６,５．２×１０－１３)

２５ (１０４．９８６４,０) (１０４．９８５６,２．１×１０－１２) (０．０００８,２．１×１０－１２)

　　由表１和表２的模拟结果可知,利用所提方法

计算得到的被测面坐标和针孔相机坐标与理论值很

接近,且计算精度不依赖于平面镜两次放置位置间

的距离d,该结果验证了该方法的可行性与计算公

式的正确性.

４　实验研究

将该方法应用于PMD中,实验装置如图３所
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图３ 实验装置示意图

Fig敭３ Schematicofexperimentalsetup

示.被测元件是一块圆形的窗玻璃,测量的有效半

径约为５０mm;实验中所使用的CCD针孔相机的

分辨率为１２９６pixel×９６６pixel,其单个像素大小约

为３．７５μm;利用分辨率为１２００pixel×１６００pixel、
大小为２１．３inch(１inch＝２．５４cm)的LCD来投影

正弦条纹,并利用直径为２００mm的光学平晶作为

平面反射镜进行实验标定.为了降低光学平晶的后

表面反射对前表面标定结果的影响,实验中对其后

表面进行了喷漆处理.
实验中被测面的初始位置(图２中位置 M１)与

相机位置在z方向上的距离zm２c＝１１４５．６９mm,然
后将被测面依次向后平移三次进行测量(即记录三

个M２ 位置),每次平移的距离为５mm,得到的实验

结果如表３所示,实验中针孔相机的参考坐标值是

通过利用直线导轨和点光源显微镜对测试系统进行

预标定得到的.图４为利用所提方法得到的被测面

坐标与利用张氏标定法得到的被测面坐标的差值

图,两种方法得到的被测面坐标是在被测窗玻璃处

于M１ 位置处得到的.其中fRMS为RMS误差.
表３　利用所提方法得到的针孔相机坐标的误差

Table３　Errorsofpinholecameracoordinatesobtainedbyproposedmethod

d/mm Expectedcoordinate/mm Coordinatebyproposedmethod/mm Error/mm
５ (７８．１７,４６．４０) (７７．６０,４６．３２) (０．５７,０．０８)

１０ (７８．１７,４６．４０) (７７．４７,４５．８０) (０．７０,０．６０)

１５ (７８．１７,４６．４０) (７７．２７,４５．５４) (０．９０,０．８６)

图４ 所提方法与张正友标定法得到的被测面坐标的差值.(a)x 方向;(b)y 方向

Fig敭４ DifferenceofsurfacecoordinatesobtainedbyproposedmethodandZhang′scalibrationmethod敭

 a xdirection  b ydirection

　　由图４可知,所提方法计算得到的被测面坐标

与张正友标定法得到的被测面坐标之间有一定的差

异.在该PMD检测系统中,(１)式中各坐标参数存

在的误差会对被测元件面形检测结果产生影响,

Chen等[１５]对此进行过全面的数值分析,分析可知

由上述被测面坐标的标定误差引入的面形误差约为

几十纳米.由表３的标定结果可以看出,所提方法

计算得到的针孔相机的坐标与参考相机的坐标之间

存在一定的差异,但该差异对最终面形的影响不

大[１５].

将实验中计算得到的针孔相机坐标、被测窗玻

璃位于M１处测量得到的被测面坐标和对应的显示

器坐标代入(１)式,求出被测窗玻璃表面的斜率信

息,通过Zernike多项式[６]的波前重建算法重建出

被测窗玻璃表面的面形.以干涉仪测量得到的被测

窗玻璃的面形结果作为标准,对张正友标定法与所

提方法得到的被测窗玻璃的面形结果进行对比,结
果如图５所示.

由图５的测量结果可以看出,所提方法得到的面

形结果和干涉仪测量结果的PV(peakvalue)误差fPV
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约为半个波长,fRMS≈１００nm,且上述三种方法得到

的面形结果近似.由于实验中存在着较多误差因素

的影响,且测量过程中得到的各参数的值与实际值间

存在一定的误差,二者的测量结果在数值上存在一定

差异,且对于口径为１００mm的元件,所提方法的面

形检测精度总体可控制在半个波长左右.

图５ 被测窗玻璃的面形测量结果对比.(a)~(c)去除Zernike多项式前３项的面形结果;
(d)~(f)去除Zernike多项式前４项的面形结果

Fig敭５ Comparisonofshapemeasurementresultsofmeasuredwindowglass敭 a Ｇ c Shaperesultsafterremovaloffirst
threetermsofZernikepolynomials  d Ｇ f shaperesultsafterremovaloffirstfourtermsofZernikepolynomials

５　误差分析

该方法的数学模型是在LCD与平面反射镜镜

面相互平行的基础上建立的,且实验中搭建的测试

系统与理论上可能存在一定的差别,从而给相机和

被测面坐标的计算结果带来一定的误差.经分析,
实验中可能出现的情况如下:１)显示器与平面反射

镜镜面不是绝对平行;２)用于标定的平面反射镜镜

面为非理想平面.对两种情况引入的误差进行模拟

分析.在模拟过程中,针孔相机相对于z 轴间的倾

角为５°,CCD相机上的像素大小为３．７５μm,平面反

射镜 位 于 图 ２ 中 M１ 处 时 zm２s 和 zm２c 均 为

１２００mm,位置M１ 与 M２ 的间距d 为５mm,计算

区域的大小为４０１pixel×４０１pixel.
针对第一种情况,因实验中使用的调整装置的

精度可控制在－１００~１００μrad范围内,当显示器与

反射镜所在平面间的倾角为±１００μrad时,模拟结

果表明:利用所提方法计算得到的相机坐标在x 和

y 方 向 上 的 计 算 误 差 分 别 约 为 ０．０２０８ mm 和

０．００１３mm;模拟得到的被测面坐标在x 方向上的

fPV和fRMS分别约为０．０８７９mm和０．０１７４mm,在

y 方向上的fPV和fRMS分别约为０．０９３６mm 和

０．０１７５mm.由此可见,该相机和被测面坐标的标

定误差对被测元件的重建面形结果影响不大[１５].
针对第二种情况,因实验中用于标定的光学平

晶的面形误差为０．０３~０．０５μm,当理想平面中引入

约３μm的面形误差时,模拟结果表明:利用所提方

法计算得到的相机坐标在x 和y 方向上的计算误

差分别约为０．０１７mm和０．００３１mm;模拟得到的

被测面坐标在x 方向上的fPV和fRMS分别约为

０．１２５４mm和０．０３６２mm,在 y 方 向 上 的fPV 和

fRMS分别约为０．１３４６mm和０．０３５８mm.由此可

见,该相机和被测面坐标的标定误差对被测元件重

建面形的影响可以忽略[１５].
综上可知,上述两种情况下引入的误差对被测

元件重建面形结果的影响可以忽略.该结果表明,
在实验中,利用所提方法得到的被测元件的重建面

形误差主要是由测试系统的系统误差过大导致的.

６　结　　论

提出了一种计算偏折术中相机和被测面坐标的

方法.将平面反射镜作为标定元件,根据光线反射

的几何关系和相似三角形的性质,推导出了利用显

示器坐标计算相机坐标的计算公式,并利用光线方
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向和被测面方程,追迹得到了被测面的坐标.模拟

证明了该计算方法的正确性.实验中,将该方法应

用于PMD,对一块圆形的窗玻璃进行了检测,该方

法得到的最终检测结果与干涉仪和张正友标定法检

测得到的结果近似,验证了所提方法的可行性和正

确性.
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