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结合平滑l０ 范数和可行区域的有限投影
荧光分子断层成像
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摘要　有限投影荧光分子断层成像(FMT)可以以较短的数据采集时间在动物体内快速重建出荧光目标的三维分

布.然而,由于较少的投影数据使得有限投影FMT具有严重的病态性.为了降低FMT重建的病态性并提高重建

速度,考虑到FMT中光源稀疏分布的特性,提出了一种结合平滑l０ 范数(SL０)和可行区域的有限投影FMT重建

方法,采用一种基于SL０的FMT重建方法,利用一个连续函数来逼近l０ 范数,以实现快速求解,同时将可行区域

作为有效的先验信息,以提高重建精度.数字鼠模型的重建结果表明,在３、６、９个激发点下,重建图像的位置误差

都小于１mm,重建时间缩短,３个激发点下的重建时间为８s.物理实验的重建结果进一步表明了该方法在实际

FMT重建上的可行性.
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１　引　　言

荧光分子断层成像(FMT)作为一种新型的分

子影像技术,能够定量测定成像物体内的荧光目标

分布.具体来说,就是使用激发光激发荧光基团(如
荧光光团或荧光染料),并采用高度灵敏CCD相机

获取生物体表面的光强分布,利用反演算法实时重

建荧光目标的位置和浓度信息[１].由于该技术具有
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灵敏度高、成本低、无创等特性,已成功应用于癌症

诊断、药物开发和治疗学评估[２Ｇ３].如今FMT重建

及其逆问题已成为分子影像领域的研究热点[４Ｇ５].
在FMT重建中,为了获得更多的荧光投影数

据进行重建,通常采用CCD相机的全角度非接触式

成像系统获取生物体的３６０°投影荧光数据.然而,
在３６０°下收集采样数据通常需要较长时间(５~
４５min)[６],不适合用于实现快速重建.针对这一问

题,有限投影FMT提供了一种有效的解决方式[７].
有限投影FMT不需要旋转台架,可提供一个可用

于３６０°系统的投影数据集合,在使用较少荧光投影

数据的情况下即可恢复出荧光目标的三维分布,减
少了数据采集时间[８].对于有限投影FMT而言,
减少问题的不适定性,获得准确有效的重建结果成

为研究人员面临的一项挑战.
光在生物体内传播的散射效应远大于吸收效

应,且通过CCD相机获取的生物体表面荧光数据也

不充分,这使得FMT重建具有较强的不适定性[９].
为降低FMT问题的病态性,得到有意义的重建结

果,国内外研究人员通常使用各类正则化算法,例如

使用l２范数的Tikhonov正则化算法[１０].尽管l２范
数正则化方法能够降低噪声对重建结果的影响,但
获得的解过于平滑,这使得荧光目标的局部信息缺

失,从而降低了成像质量.实际上,在大部分的

FMT问题中,相对于生物体而言,待重建的荧光光

源是稀疏的,所以可将FMT重建问题看作是一种

稀疏重建问题.根据压缩感知理论可知,在获取较

少的生物体表面数据的情况下也能够重建出稀疏的

荧光信号[１１],因此l１ 范数的稀疏正则化方法开始

被应用于FMT问题,如不完全变量截断共轭梯度

法[１２]、同伦算法[１３]等.这些算法根据荧光目标在

生物组织中呈稀疏分布的特性,重建出的图像品质

都远高于l２范数的Tikhonov算法.但是由于l１ 范

数在计算精细有限元网格时的速度较慢,所以在快

速FMT重建中具有局限性.相比之下,基于平滑

l０ 范数(SL０)的求解方法在计算速度上有显著提

升.同时,为提高FMT的重建精度,一些先验信息

被用于重建算法中,如生物组织的光学参数、解剖结

构信息[１４]、可行区域等.可行区域先验信息可显著

缩小逆问题中矩阵方程的规模,有助于提高重建结

果的质量[１５].
本文提出一种结合SL０和可行区域的有限投

影FMT重建方法.一方面,使用较少的荧光投影

数据,以减少数据采集时间,提高重建速度;另一方

面,将FMT重建问题转化成求解l０ 范数最小化的

问题,采用一种基于SL０[１６]的求解方法,该方法采

用相似的连续函数来逼近l０ 范数,避免求解组合优

化问题,提高了求解速度,并结合可行区域先验信

息,进一步提高重建结果的质量.为了证明该方法

的可行性,本文设计了数字鼠实验和物理实验.实

验结果表明,该方法在保证重建质量的同时,实现了

快速FMT重建.

２　基本原理

２．１　光传输模型

由于近红外光在生物体内传播的散射效应远大

于吸收效应,因此使用辐射传输方程描述光在生物

体内的传播过程[１７].在连续波激发下的FMT中,
利用耦合的扩散方程和Robin边界条件[１８]表示光

子的传播:

Ñ[Dx(r)ÑΦx(r)]－μax(r)Φx(r)＝－Θδ(r－rs)
Ñ[Dm(r)ÑΦm(r)]－μam(r)Φm(r)＝－Φx(r)ημaf(r){ ,r∈Ω, (１)

式中:Ñ(􀅰)为全微分算子;下标x代表激发过程,

m代表发射过程;D(r)为组织扩散系数;μa(r)为吸

收系数;Θ 为光源强度;δ(r－rs)为狄拉克函数;

Φ(r)为光子密度;rs 为各向同性点激发光源的位

置;η为量子产能;μaf(r)为待求解的荧光光源分布,
在下文中用S(r)代替.

利用有限元方法对(１)式进行求解,能够获得下

面的线性关系:

AS＝Φ, (２)
式中:A 为m×n 系数矩阵,表示表面荧光测量值Φ

与待重建荧光目标分布S 之间的线性关系.因此,
对FMT逆问题重建即是利用Φ 恢复(２)式中的S.
２．２　基于SL０的重建方法

根据待重建的荧光光源的稀疏特性,结合l０ 范

数正则化,(２)式可转化为

min‖AS‖０,s．t．＝Φ, (３)
式中:‖S‖０ 为l０ 范数.

本研究采用一种基于SL０[１４]的方法来求解(３)
式,在此方法中采用一系列近似的连续函数去迫临

l０ 范数,提高了求解速度.首先,定义下述单变量
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函数:

fσ(s)􀰛exp[－s２/(２σ２)], (４)
式中:σ为阈值参数;s为解S 的单个元素.这里需

要注意

lim
σ→０

fσ(s)＝
１, ifs＝０
０,ifs≠０{ . (５)

　　定义函数:

Fσ(s)＝∑
n

i＝１
fσ(si). (６)

　　根据(４)式和(５)式可得在较小σ值时,有:

‖S‖０ ≈N －Fσ(s), (７)
式中:N 为解元素的总个数.

显然在σ值趋于０的情况下,(７)式的两侧趋于

等价.所以当σ设置为一个接近于０的值时,(７)式
的解便可通过最小化Fσ(s)求得,即

minFσ(s),s．t．AS＝Φ. (８)

　　在求解过程中,选取一系列递减的σ 值,对(８)
式运用梯度算法进行多次求解.在这里,每一个σ
值对应一个求得的Fσ(s)最大值,同时求解(８)式所

用到的初始值就是前一σ 值所求得的Fσ(s)最大

值,所以在求解过程中随着σ减小,所有σ值上的最

优化求解都是从一个接近Fσ(s)的最大值点开始

的.显然在σ足够小的情况下,能求得正确的最大

值,这样便获得了(３)式中l０ 范数最小化问题的解.
在迭代开始前,利用计算伪逆的办法获得AS＝

Φ 的l２范数最小值,并将其作为算法求解的初值.
下面给出基于SL０的重建方法的主要实现步骤:

步骤１:将AS＝Φ 的l２范数最小值作为Ŝ０ 的

初值,即在σ值足够大时Fσ(s)的最大值.
步骤２:选取一系列递减的σ值:[σ１,􀆺,σI].

Fori＝１,􀆺,I:

１)σ＝σi;

２)迭代前为估计量赋初值S＝Ŝi－１.

Forj＝１,􀆺,J:

１) 计 算 梯 度:δ 􀰛 －σ２ ÑFσ (s)＝

S１exp －
S２
１

２σ２
æ

è
ç

ö

ø
÷　􀆺　Snexp

－S２
n

２σ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

T

,S ←S＋

(τσ２)ÑFσ(s)＝S－τδ,其中τ是大于０的常数;

２)梯 度 投 影:投 影 S 到 可 行 集:S¬S－
AT(AAT)(AS－Φ);

３)Ŝj＝S.
在步骤２中,σ的选取如下:σ１＝２max

i∈N
(Si),Si

为采用计算伪逆办法得到的l２ 范数最小值的分量,

σj＝cσj－１,j＞２,常数c∈[０．５,１],用来控制递减的

速度.图１是结合SL０和可行区域的有限投影

FMT重建流程.

３　实验与结果

为了验证结合SL０和可行区域的有限投影

FMT方法的准确性和可行性,分别设计了数字鼠仿

体实验和物理仿体实验.为了评估所提方法的性

能,引 入 定 位 误 差 (LE)、归 一 化 均 方 根 误 差

(NRMSE)、相对误差(RE).其中,位置误差为重建

后目标的中心位置与实际目标这两者间的欧几里得

距离,即

fLE＝[(x－x０)２＋(y－y０)２＋(z－z０)２]１/２,
(９)

式中:(x,y,z)为重建后目标的坐标;(x０,y０,z０)
为真实目标的坐标.fLE越小,代表重建结果离真实

位置越近.
归一化均方根误差的定义为

fNRMSE＝
Srec－Sorg２

Sorg２
, (１０)

式中:Srec为重建后获得的荧光产值;Sorg为初始的

荧光 产 额 值;Sorg２ 为 初 始 荧 光 产 额 的 ２ 范 数.

fNRMSE越靠近０,代表重建结果的精准度越高.
相对误差的定义为

fRE＝
Srecon－Strue

Strue
, (１１)

式中:Srecon为重建后的荧光目标;Strue为真实的荧光

目标.fRE越靠近０,说明重建结果的精准度越高.

３．１　数字鼠实验

在三维数字鼠实验中,选用包含６个器官(肌
肉、肝脏、胃、心脏、肺和肾脏)的３５mm数字鼠躯干

区域作为重建区域,上述器官的具体光学参数见文

献[１７].在数字鼠的肝脏中设置一个荧光产额值为

０．０５mm－１的圆柱体荧光目标,其半径和高分别为

１mm和 ２ mm,中 心 位 置 坐 标 为 (１１．６ mm,

６．４mm,１６．４mm),空间分布如图２所示.利用前

向仿真计算数字鼠表面光学数据进行FMT重建.
在FMT 前向问题中,三维数字鼠躯干网格包含

２３５１６个节点和１２８３１３个四面体.在z＝１６．４mm
的横截面上,各点激发光源呈均匀分布,距离数字鼠

体表面一个光学自由程.在前向过程中选取近似扩

散方程进行模拟,并采用有限元方法求解,获得数字
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图１ 基于l０ 和可行区域的有限投影FMT重建流程图

Fig敭１ FlowchartoflimitedＧprojectionFMTreconstructionbasedonl０andfeasibleregion

鼠表面光强分布,从而可大概确定光源的位置为

PS＝{(x,y,z),１０＜z＜２５}. (１２)
在前向仿真的基础上,再采用重建方法处理逆问题.
在逆向问题中,三维数字鼠网格包含２９９３个节点和

１４８０２个四面体.为了验证SL０结合可行区域的有

限投影FMT重建,分别选取３、６、９个投影数进行

重建.
由于之前大多数基于稀疏正则化的FMT重建

结果已证明l１ 范数正则化的重建效果优于l２范数,
所以这次实验只给出SL０方法与l１Ｇls 方法的对比

重建.在此实验中,基于SL０的重建算法的主要参

数设置为:σ１＝２max
i∈N
(Si),c＝０．７５,序列中最小的

σ值为１×１０－４.最速下降迭代数J＝３,τ＝５.对

比SL０和l１Ｇls 两种算法在激发光源个数依次为３、

图２ 荧光光源的空间分布

Fig敭２ Spatialdistributionoffluorescencelightsource

６、９个有限投影FMT中的重建结果,如图３所示.
图３中第１、２、３列分别代表激发光源个数为３、６、９
个下的重建结果;图３(a)、(c)分别为l１Ｇls 方法和

SL０方法在z＝１６．４mm处重建后图像的二维截面

０９０７００１Ｇ４
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展示,黑色圆圈为实际光源,色条表示重建后获得的

荧光光源产额值;图３(b)、(d)对应的是l１Ｇls 方法和

SL０方法重建结果的三维展示图,红色圆柱体为真实

光源,绿色部分为重建目标.光源在数字鼠中重建结

果的定量分析如表１所示,图４为表１定量分析结果

的折线图.可以看出,这两种方法在激发点个数为

３、６、９个的情况下都可以实现准确定位,fLE都小于

１mm.但是从图３(a)、(c)和表１中能够得到,SL０
方法重建得到的结果不亚于l１Ｇls 方法,而且l１Ｇls 方

法的解没有SL０方法的解稀疏;同时,从表１的重建

时间代价上看,SL０方法的求解速度比l１Ｇls 方法快,
有利于实现快速FMT重建.

图３ 荧光目标的重建结果图.(a)l１Ｇls 方法的２D重建结果;(b)l１Ｇls 方法的３D重建结果;

(c)SL０方法的２D重建结果;(d)SL０方法的３D重建结果

Fig敭３ Reconstructionresultsoffluorescencetarget敭 a ２Dreconstructionofl１Ｇlsmethod 

 b ３Dreconstructionofl１Ｇlsmethod  c ２DreconstructionofSL０method  d ３DreconstructionofSL０method

　　很显然,当激发点个数为３时,重建速度最快,
且从图３(c１)、(d１)所示的SL０方法的２D、３D重建

结果,以及表１所示的荧光目标的定量重建结果可

以看出,在３个激发点的FMT重建下,SL０算法仍

能够得到值得信赖的图像.这表明,对于有限投影

快速FMT重建,最佳的激发点个数可选取３,同时

也说明了本研究所提方法———结合可行区域和SL０
算法适用于有限投影FMT重建.
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表１　仿体实验中荧光目标的定量重建结果

Table１　Quantitativereconstructionoffluorescencetargetinasimulatedexperiment

Method Numberofexcitationpoints fLE/mm fNRMSE fRE/％ Timecost/s
３ ０．７９ ０．０２９ １６ ３０．４９

l１Ｇls ６ ０．７５ ０．０２５ １１ ３９．５７
９ ０．７２ ０．０２４ ７ ５８．２４
３ ０．８１ ０．０３０ １８ ７．０３

SL０ ６ ０．７７ ０．０２７ １４ １２．６６
９ ０．７１ ０．０２２ ９ １９．７３

图４ ３、６、９个激发点下荧光目标重建结果的定量分析.(a)fLE;(b)fNRMSE;(c)fRE;(d)重建时间

Fig敭４ Quantitativeanalysisforreconstructionresultsoffluorescencetargetwith３ ６and９excitationpoints敭

 a fLE  b fNRMSE  c fRE  d timecost

３．２　物理实验

为了进一步评价结合SL０和可行区域的方法

在实际FMT系统中的性能,设计了一组物理实验.
将边长为２０mm的立方仿体(材料为聚甲醛)视作

肌肉组织,在其内放置一个中心点坐标为(１６mm,

８mm,９．３mm)的圆柱体荧光目标,目标的半径为

１mm,高为２mm.该实验在非接触式连续波系统

下进行,４个激发点均匀分布在z＝９．３mm的平面

上,在逆向问题中,离散化后的立方体网格含有

２１９２个节点和１２９８０个四面体.通过CCD相机检

测表面荧光分布,根据表面荧光分布信息可以大致

确定光源的位置:

PS＝{(x,y,z),２＜z＜１８}. (１３)

　　在本组实验中,SL０算法的参数设置同数字鼠

实验,σ１＝２max
i∈N
(Si),c＝０．７５,序列中最小的σ 值

为１×１０－４,最速下降迭代数J＝３,τ＝５.图５为

l１Ｇls 方法与SL０方法的物理实验重建结果,其中图

５(a)和图５(b)分别显示了l１Ｇls 方法与SL０方法的

重建图像在z＝９．３０mm处的二维截面图,黑色圆

圈为真实光源,重建出的光源目标用色条表示,图５
(c)和图５(d)分别为l１Ｇls 方法与SL０方法的３D重

建视图,红色区域和绿色区域分别表示真实的光源

目标和重建后的光源目标.从表２的定量分析中可

以看出,SL０方法在物理仿体实验中得到了良好的

重建 结 果,重 建 质 量 略 优 于l１Ｇls 方 法:fLE ＝
１．０１mm,fNRMSE＝０．０２９,fRE＝０．１９,重建时间缩短

到１０．３６s.物理实验表明了所提方法在实际应用

中的潜能.
表２　物理实验中荧光目标的定量重建结果

Table２　Quantitativereconstructionoffluorescenttarget
inphysicalexperiments

Method fLE/mm fNRMSE fRE/％
Time
cost/s

l１Ｇls １．５９ ０．０５９ ３０ ４１．４９
SL０ １．０１ ０．０２９ １９ １０．３６

０９０７００１Ｇ６
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图５ 荧光目标在立方体中的重建结果.(a)l１Ｇls 方法的２D重建结果;(b)SL０方法的２D重建结果;

(c)l１Ｇls 方法的３D重建结果;(d)SL０方法的３D重建结果

Fig敭５ Reconstructionoffluorescencetargetinthecube敭 a ２Dreconstructionofl１Ｇlsmethod 

 b ２DreconstructionofSL０method  c ３Dreconstructionofl１Ｇlsmethod  d ３DreconstructionofSL０method

　　为了进一步证明SL０算法在实际应用中的稳

定性,执行一组σ序列最小值在１×１０－２到１×１０－６

范围内变化的物理仿体实验,间隔c仍取０．７５.图

６展示了SL０算法对不同σ序列的稳健性分析.同

时对５组实验中的fLE、fNRMSE、fRE进行统计学分

析,结果如下:fLE的均值为１．０７,方差为０．００７;

fNRMSE的均值为０．０２９８,方差为０;fRE的均值为

０．１９,方差为０．００００５.由统计学分析结果可以看

出,SL０算法表现得非常稳定.由图６(d)可以看

出,虽然随着σ最小值的减小,SL０算法重建时间有

所增加,但增加的幅度非常小,仍可以快速重建出

FMT.

图６ SL０算法的稳定性分析.(a)fLE;(b)fNRMSE;(c)fRE;(d)重建时间

Fig敭６ StabilityanalysisofSL０algorithm敭 a fLE  b fNRMSE  c fRE  d timecost

４　结　　论

针对有限投影FMT重建速度慢和严重病态性

的问题,提出一种基于可行区域和SL０的有限投影

FMT重建方法.该方法把有限投影FMT重建等

价为一个l０ 范数最小化问题,利用近似的连续函数

来逼近l０ 范数,以加快求解速度,同时加入可行区

域先验信息,提升重建性能,从而精确、快速地重建

０９０７００１Ｇ７
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出荧光光源的分布.数字鼠的实验结果证明,在３、

６、９个激发点下,该方法都能得到位置误差小于

１mm的重建结果,３个激发点下的重建时间为８s,
重建速度快.根据定量分析可知,在有限投影FMT
中,考虑重建质量和重建速度两方面后可知,３个激

发点为最佳选择.最后,通过物理实验进一步验证

了所提方法在实际FMT问题上的潜能.虽然基于

可行区域和l０ 范数的重建方法在有限投影FMT中

能够快速稳定地获取图像信息,但当前获得的重建

图像并不能很好地反映荧光光源的形状信息,因此,
在有限投影FMT重建中快速恢复出荧光目标的形

状信息成为后续的研究内容.
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